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第 1 讲 向量的运算及其坐标表示

【典例精析】

例 1.若O是 ABC 内一点， 0OA OB OC  
   

，求证：O是 ABC 的重心。

例 2. 向量 , ,a b c
  

有公共起点 O，且满足 ( , )c a b R     
  

，证明： , ,a b c
  

三个

向量的终点 , ,A B C 在一条直线上的充要条件是 1   。

例 3.设 a

、b

、 c

是任意非零平面向量，且 a


、b

不平行，如果 1x 、 2x 是方程

2 0( )ax bx c x R   
   

的两个实数根，证明： 1 2x x .

例 4．直线经过 ABO 的重心G ，分别交边OA、OB 于点 P 、Q，若OP xOA
 

，

OQ yOB
 

( , 0)x y  ，求证：
1 1 3
x y
  .
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例 5.已知 OAB ，其中 OA a
 

， OB b
 

， ,M N 分别是边 OA


、 OB


上的点，且

1 1,
3 2

OM a ON b 
   

，设 AN


与 BM


相交于 P，用向量 a

、b

表示OP



例 6. 已知点 P分向量 1 2PP


所成的比为 5 ， 1 22 ,OP a b OP a b   
     

，其中a b
 
、为不平行

的向量，若将OP


写成 a b 
 

的形式，求实数 和  的值。

例 7.如图，在 ABC 中，已知点M 是 BC 的中点，点 N 在边 AC上，且 2AN NC ，AM
与 BN 相交于点 P，求 :AP PM 的值.

例 8.平面内给定三个向量 (3, 2), ( 1, 2), (4,1)a b c   
  

（1） 求3 2a b c 
  

；

（2） 求满足 a mb nc 
  

的实数m n、 ；

（3） 设 ( , )d x y


满足 ( ) / /( )d c a b 
   

，且 1d c 
 

，求 d

.
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第 2 讲 向量的数量积、平面向量的分解定理

【典例精析】
一、 向量的数量积

例 1 在△ABC中， AB =(2, 3)， AC =(1, k)，且△ABC的一个内角为直角，求 k 值

例 2已知 ),1,(),1,2(  mmba 若 a与b的夹角为锐角，求实数 m的取值范围。

例 3 (1)已知 (2, 4)a 


, (1,1)b 


,若 ( )b a b 
  

,则实数  .

(2)若 | | 1, | | 2, 0a b a b c    
     

,且 c a
 

,则a

与b

的夹角为 .

例 4 设 | | | | 1a b 
 

,且 | | 3 | | ( 0)ka b a kb k   
   

.

(1)用 k 表示 a b
 

；(2)求证： ,a b
 

不可能垂直；(3)当 a b
 

最小值,求 ,a b
 

的夹角.

例 5.如图，已知ΔOAB的面积为 S，且 2 ABOA ，

(1) 若 1<S< 3，求向量 ABOA与 的夹角的取值范围；

(2) 若 ]
3
,

6
[   ，求∆OAB的最大边长的最小值。

O

A B
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二、平面向量分解定理

例 6 如图，在 ABO 中，
1 1, ,
4 2

OC OA OD OB 
   

AD与 BC相交于点M ，设OA a
 

,

OB b
 

.试用 a

和b

表示向量OM


.

例 7 在 ABC 中,M 是 BC 的中点, 2AM  ,点 P在 AM 上,求 ( )PA PB PC 
  

的最小

值.

例 8 如图，在平行四边形 ABCD中，
3

A 
  ，边 ,AB AD的长分别为 2、1. 若M 、N

分别是边 BC 、CD上的点,且满足
| | | |
| | | |
BM CN
BC CD



 
  ,求 AM AN

 
的取值范围.

例 9 如图, ABOM // , 点 P在由射线OM , 线段OB 及 AB 的延长线围成的区域内(不

含边

界)运动, 且OP xOA yOB 
  

.

(1)求 x的取值范围；(2)当
2
1

x 时, 求 y 的取值范围.

例 10 如图，两个单位向量 OA


、OB


的夹角为 120o ,点C在以O为圆心的圆弧 AB


上变动.

若 , ,OC xOA yOB x y R  
  

，求 x y 的最大值.

AO

M
P B

A B

CD

M

N

M C

A

B

P
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第 3 讲 向量的运用及向量的综合

【典例精析】

一、几何应用

例 1.求等腰直角三角形中两直角边上的中线所成的钝角的度数。

例 2.已知 ABC ，AD 为中线，求证  
2

222

22
1








BCACABAD

例 3.如图， ，的夹角为与，的夹角为与 5OC,30OAOC120OB,1 00  OAOBOA

用 OBOA， 表示 .OC

二、代数应用

例 4. 在直角坐标平面中，已知点 )2,(),2,3(),2,2(),2,1( 3
3

2
21

n
n nPPPP  ，其中 n 是正整

数，对平面上任一点 A0，记 A1为 A0关于点 P1的对称点，A2为 A1关于点 P2的对称点，……，

An 为 An－1关于点 Pn的对称点.

（1）求向量 20AA 的坐标； （2）对任意偶数 n，用 n 表示向量 nAA0 的坐标.

例 5. 设 x轴、y 轴正方向上的单位向量分别是 i

、 j

，坐标平面上点 nA 、  *nB n N 分

别满足下列两个条件：① 1OA j
 

且 1n nA A i j  
  

；② 1 3OB i
 

且 1
2 3
3

n

n nB B i
   
 

 
.

（1）求 nOA


及 nOB


的坐标；

（2）若四边形 1 1n n n nA B B A  的面积是 na ，求  *na n N 的表达式；

（3）对于（Ⅱ）中的 na ，是否存在最小的自然数 M，对一切  *n N 都有 na M< 成

立？若存在，求 M；若不存在，说明理由．

http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
http://www.7caiedu.cn/
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第 4 讲 直线的方程、直线的倾斜角和斜率

【典例精析】

例 1、已知直线 l过点 (1, 2)A ，它的一个方向向量为 (2,3)d 


，直线 'l 过点 (3,3)B ,试分别

求满足下列条件的直线 'l 的方程（不要求化成一般式）

（1）直线 'l 与直线 l垂直；

（2）直线 'l 与直线 l平行；

（3）直线 'l 的倾斜角比直线 l的倾斜角大
4


；

（4）点 (1, 2)A 到直线 'l 的距离最大.

例 2、已知直角坐标平面内三点 ( ,1), (2 , 4),C(4,10)A m B m 共线，求实数m的值.

例 3、（1）求直线 cos 1 0( )x y R      的倾斜角的取值范围；

（2）求直线 cos 1 0, [0, ]x y       的斜率和倾斜角.

例 4、已知直线经过点 (1, 2)P ，且分别与 ,x y轴的正半轴交于 A、 B两点，求：

（1） OA OB 的最小值；（2） AP BP 的最小值.
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例 5、已知直线的斜率为
1
2
，且与坐标轴围成的三角形面积为 5，求直线的方程.

例 6、若矩形 ABCD的边 AB所在直线方程为3 4 8 0x y   ，顶点 B的坐标为 (0, 2)，点

D的坐标为
9(5, )
2

，求：

（1）边CD、 BC所在的直线方程；

（2）对角线 AC所在的直线方程.

例 7、已知点 P是直线3 0x y  上位于第一象限的点， (3, 2)M 为一定点，直线 PM 交 x

轴于点Q，求 POQ 面积的最小值及此时的直线 PQ的方程.
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第 5 讲 两条直线的位置关系、点到直线的距离

【典例精析】
例 1、求直线 4 1 0x y   关于点 (2,3)M 对称的直线方程.

例 2、已知直线 l经过坐标原点，当三点 (1, 2)A ， (3,1)B ， (2,3)C 到直线 l的距离的平分和

最大时，求直线 l的方程.

例 3、若平行四边形OABC的三个顶点坐标为 (0,0)O 、 (3,1)A 、 ( 1,3)C 

（1）求 B点的坐标；

（2）若与 x轴的夹角为30的一条直线把平行四边形OABC的面积分为相等的两部分，求

直线 l的方程.

例 4、求过点 (1, 3) 且与直线 2 13 8 0x y   平行的直线方程.
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例 5、求过点 (11, 5) 且与直线 4 3 17 0x y   垂直的直线方程.

例 6、求两条直线 3 5 0x y   与3 1 0x  之间的夹角.

例 7、在 ABC 中， ( 1,5)A  ， (0, 1)B  ， C 平分线所在直线方程为 2 0x y   ，求 AC

所在直线方程.

例 8、两条平行线分别过点 (1,0)A ，B(0,5)且距离为 5，求两条直线的方程.

例 9、已知直线3 4 5 0x y   与 l关于直线 0x y  对称，求 l的方程.

例 10、当a为何值时，三条直线 1 : 1 0l x y   ， 2 : 2 0l ax y   ， 3 : 2 2 0l x ay a  

能构成三角形？
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第 6 讲 直线的综合

【典例精析】

例 1、已知直线 1 : 2 1l y kx k   与 2
1: 2
2

l y x   的交点在第一象限，求实数 k的取值范

围.

例 2、（1）求点
2( , )a a 到直线 : 2 2 0l x y   距离的最小值；

（2）若点
2( , )a a 与原点在直线 : 2 0l x y   的同侧，求a的取值范围.

例 3、求与点 (4,1)P 关于直线 : 3 2 3 0l x y   对称的点Q的坐标.

例 4、求与已知直线 1 : 2 3 6 0l x y   关于点 (1, 1)P  对称的直线 2l 的方程.
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例 5、已知直线 1 : 1
2
xl y   与直线 2l 关于直线 : 2 4l y x  对称，求直线 2l 的方程.

例 6、已知过定点 (2, 4)P 的两条互相垂直的直线 1l 与 2l ， 1l 与 y 轴正半轴交于点 A， 2l 与 x

轴正半轴交于点 B，试用解析式将这两条直线及两坐标轴正半轴围成的四边形的面积 S 表示

成直线 1l 的斜率 k的函数.

例 7、在直角坐标平面中，已知 (1, 2)A ， ( 2, 2)B a a  ， ( , 2 )C a a 三点，试判断是否存在

分别满足下列条件的实数a .若存在，则求出 a；若不存在，则说明其理由.
（1） , ,A B C三点共线；

（2） , ,A B C三点在直线 : 2 2 0l x y   的同侧，且三角形 ABC的面积为 5；

（3） , ,A B C三点在直线 : 2 2 0l x y   的同侧，且三角形 ABC的面积最大.
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第 7 讲 曲线与方程

典例精析：

1. 若曲线
2 2 22 3 4 6 0x y x y a a     

经过原点，则实数 a的值是________

2. 已知曲线 L的方程是
(2 1) 3 0x y x y   

，在以下四个点 O(0，0),A(0,1),B(-2，-3),

C(1.5，-4)中，位于曲线上的点是_________

3. 给出以下命题：

（1） 以点 A(3，0),B(0，4)为端点的线段 AB 的方程是 4x+3y-12=0 ( 0)x 

（2） 到 x 轴，y 轴距离之比等于 2 的动点的轨迹方程是 y=2x

（3） 方程
21x y 
的曲线是以原点为圆心，1 为半径的圆

（4） 与两坐标轴都相切的圆的圆心轨迹方程是
2 2 0x y 

其中错误命题的序号是_________

4. 设点 A(2，-1)，若动点 P 的轨迹方程是 f(x,y)=0,则线段 AP 中点 Q 的轨迹方程是________

5. 设定点 M(-1，2),N(5，2),动点为 P，（1）若
6PM PN 
,则动点 P 的轨迹方程是______

(2) 若
6PM PN 
,则动点 P 的轨迹方程是______

6.已知：“曲线 C 上的点的坐标都满足方程 F(x,y)=0”是真命题，则下列命题中，

（1）不是曲线 C 上的点的坐标一定不满足方程 F(x,y)=0
(2)坐标满足方程 F(x,y)=0 的点都在曲线 C 上

（3）曲线 C 是方程 F(x,y)=0 的曲线

（4）方程 F(x,y)=0 的曲线不一定是曲线 C
其中真命题是__________
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23 17. _______
2 2

8. P x, y) 1 x 4, 6 y 2, OP k _______(O

9.
1 6 A,B x y

10.

y x y x  

     

直线 被曲线 截得的弦长为

设点（ 满足 则直线 的斜率 的取值范围是 是原点）

求适合下列条件的动点的轨迹方程：

（）定长为 的线段的两个端点 分别在 轴，轴上移动，求线段AB中点的轨迹方程

(2)动点P在x轴上方，且它到直线x+y-1=0的距离的平方等于它到y轴的距离，求P点的

轨迹方程。

在坐 P(x, y),Q(u, v)

(1) 0,1
2

ux vy y v
vx uy x u

P y Q
P x Q

  
    

标系中，动点 的坐标满足

当点 在除去点（ ）的 轴上运动时，作出点 所描出的图形

（ ）当点 在 轴上运动时，作出点 所描出的图形。
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第 8讲 圆的方程

1.求以 ( 1,2), (5, 6)A B  为直径两端点的圆的方程.

2.过点 A(2,-3)，圆心在直线 2 0x y  上的圆，被直线 1 0x y   截得的弦长为 2 2，求

圆的方程.

3.求以原点为圆心，截直线3 4 15 0x y   所得弦长为 8的圆的方程.

4.求与 y轴相切，经过原点和点(3,6)的圆的方程.
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5.斜率为 2的直线 l被圆 2 2 2 1 0x y y    所截得的线段长为 2 2，求直线 l的方程.

6.圆 2 2 8 2 12 0x y x y     内一点 A(3,0)，求过 A的最短的弦所在直线方程.

7.已知圆
2 2 6 0x y x y c     和直线 2 3 0x y   交于 P、Q 两点，O 为原点，若

OP OQ ，求 c的值.

8.求过点 B(5,-3)，而于圆
2 2( 3) ( 1) 8x y    相切的切线方程.
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第 9 讲 椭圆的标准方程和性质

1.求椭圆的标准方程

(1)已知椭圆经过两点 (1, 2 2), ( 3, 2)A B   ，求椭圆的标准方程.

(2)求经过点(2,3)，且与椭圆
2 29 4 36x y  有共同焦点的椭圆的标准方程.

2.求轨迹方程

(1)点 P是椭圆
2 2

1
9 3
x y

  上的动点，O为坐标原点，点 Q在线段 OP上，且 Q分OP


所成

比等于 2，求点 Q的轨迹方程.

(2)已知圆
2 2 6 55 0x y x    ，动圆M经过定点 A(-3,0)，且与已知圆相内切，求圆心M

的轨迹方程.
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3.焦点三角形

(1)在椭圆
2 2

1
25 9
x y

  上是否存在点 P，使 P与椭圆的两个焦点的连线垂直，若存在求出点

P的坐标，若不存在说明理由.

(2)已知椭圆
2 2

2 1( 0)
16
x y b

b
   的两焦点 1 2,F F 在 x轴上，P为椭圆上任意一点，且 1 2F PF

的最大值为
3


，求 b的值.

(3)已知椭圆
2

2
1 21, ,

4
x y F F  是它的两个焦点，若 P是椭圆上任一点，求

2 2
1 2| | | |PF PF

的最小值.

4.直线与椭圆

(1)若直线 2y kx  和椭圆
2 2

1
3 2
x y

  相交于两个不同的点，求实数 k的取值范围.

(2)过椭圆内
2 2

1
40 10
x y

  内一点 (4, 1)M  引弦 AB，使 AB被M平分，求直线 AB的方程.
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第 10 讲 直线与椭圆的位置关系

1.过椭圆
2

2 1
9
x y  的一个焦点，且倾角为

6


的直线交椭圆于M、N两点，求|MN|的长.

2.设直线 : 2l x y b  和椭圆
2 2

: 1
75 25
x yC   ，当 b为何取值范围时，直线和椭圆有两个公

共点，并求出直线被椭圆截得的弦长.

3.已知直线 :l y x t  与椭圆
2

2 1
4
x y  交于 A、B两点，求 AOBS 的最大值.

4.已知直线 1y x  交椭圆 2 2 1( , 0)ax by a b   于 P、Q 两点，满足
10| |
2

PQ  ，

OP OQ ，求椭圆方程.
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5.已知直线 l与椭圆
2 24 9 36x y  相交于 A、B两点，弦 AB的中点坐标为M(1,1)，求直

线 l的方程.

6.已知椭圆
2

2 1
4
yx   和直线 2y x m  恒有两个不同的交点 A、B，求 AB连线段中点M

的轨迹方程.

7.过点 P(8,1)引椭圆
2 2

1
25 9
x y

  的割线交椭圆于 P、Q两点，求弦 PQ的中点M的轨迹方程.

8.若椭圆
2 2 1( , 0)ax by a b   与直线 1x y  交于 A、B 两点，M 为 AB 的中点，直线

OM的斜率为 2，且OA OB ，求椭圆方程.
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第 11 讲 双曲线的标准方程和性质

I 双曲线的标准方程

1.已知双曲线 C的中心在坐标原点，它的焦距为 4 13，一条渐近线方程为 2 3 0x y  ，求

此双曲线的方程.

2.求以双曲线
2 2

1
9 16
x y

  的渐近线为渐近线，过点 ( 6 3, 12)A   的双曲线方程.

3.求以实轴长为 6，焦距为 10的双曲线的标准方程.

4.实轴长为 12，一条渐近线为 0
3 2
x y
  的双曲线的标准方程.

5.双曲线 C与椭圆
2 2

1
27 36
x y

  有共同的焦点，它们的交点中有一个交点的纵坐标为 4，求

双曲线的方程.

6.中心为原点的双曲线 C经过点 ( 2 7,3), (7,6 2)A B ，求该双曲线的方程，并指出渐近

线的夹角.
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II 双曲线与直线

1.双曲线
2 24 4x y  的弦 AB被点M(3,-1)平分，求直线 AB的方程.

2.已知双曲线
2 22 3 6x y  ，若它的一条弦 AB被直线 4y x 平分，求弦 AB的斜率.

3.求过定点(0,1)的直线被双曲线
2

2 1
4
yx   截得的弦中点轨迹方程.

4.直线 1y kx  与双曲线
2 23 1x y  相交于两点 A、B，当 k为何值时，以 AB为直径的

圆经过坐标原点.

5.垂直于直线 2 3 0x y   的直线 l被双曲线
2 2

: 1
20 5
x yC   截得的弦长为

4 5
3

，求直线

l的方程.

6.已知直线 1 : 1l y kx  与双曲线
2 2 1x y  的左支交于 A、B两点

(1)求斜率 k的取值范围；

(2)若直线 2l 经过点 P(-2,0)和线段 AB的中点 Q，且 2l 在 y轴上的截距为-16，求直线 1l 的方

程.
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第 12 讲 抛物线的标准方程和性质

I 抛物线的标准方程

1.求以原点为顶点，坐标轴为对称轴，且焦点在直线 2 4y x  上的抛物线方程.

2.过抛物线
2x ay 的焦点 F作 y轴的垂线，交抛物线与 A、B两点，若 | | 6AB  ，求抛物

线的方程.

3.已知抛物线 C的顶点为双曲线
2 2

: 1
9 16
x yS   的中心，抛物线 C的焦点为双曲线 S的焦点，

求抛物线 C的方程.

4.若抛物线
2 2y px 上横坐标为 4的点到焦点的距离为 5，求则此抛物线的方程.

5.若抛物线
2 16y x 上一点M到 x轴的距离等于 12，求点M到抛物线的焦点距离.

6.已知抛物线 C的顶点在原点，它的准线 l经过双曲线
2 2

2 2: 1x yS
a b

  的焦点，且准线 l 与

双曲线 S交于 P(2,3)和 Q(2,-3)两点，求抛物线 C和双曲线 S的方程.
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II 抛物线与直线

7.过点 A(2,1)作抛物线
2 4y x 的弦MN，而 A恰为MN的中点，求MN所在的直线的方程.

8.抛物线
22y x 上两点 A、B，O为坐标原点，且OA OB ，求△OAB面积的最小值.

9.过直角坐标平面 xOy中的抛物线
2 2 ( 0)y px p  的焦点 F作一条倾斜角为

4


的直线，与

抛物线相交于 A、B两点，

(1)用 p表示 A、B之间的距离；

(2)证明∠AOB的大小是与 p无关的定值，并求出这个定值.

10.已知抛物线
2 2y px 与圆

2 2( 1) 1x y   仅有 1个公共点，求 p的取值的范围.

11.求与抛物线
2 8y x 只有 1个交点，并且经过点M(2,4)的直线方程.

12.若抛物线
2 2y x 上存在两点关于直线 y x b  对称，求实数 b的取值范围.



华询教育

25

III 抛物线的焦点弦

*13.过抛物线
2 2 ( 0)y px p  的焦点 F作弦 AB，设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，且 AB与抛物线

对称轴的夹角为α，求证

(1)
2

2
1 2 1 2,

4
px x y y p   ；

(2)
1 1 2

| | | |FA FB p
  ；

(3) 1 2| |AB x x p   ；

(4) 2

2| |
sin
pAB


 .

14.经过抛物线
2 4y x 的焦点 F作倾角为

3


的弦 AB，求 AB的长.

15.已知过抛物线
2 2 ( 0)y px p  的焦点作直线交抛物线于 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y 两点，若

1 2 4x x p  ，求|AB|的长.

16.过抛物线
2 2y px 的焦点，且斜率为 1的直线交抛物线于 A、B两点，若 | | 8AB  ，求

抛物线的方程.


