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2017 春季班高一数学精炼题集参考答案 

第一讲  任意角及其度量 

【知识要点】 

 

一、任意角 

1.角：一条射线绕着它的端点从初始位置（始边）旋转到终止位置（终边）所形成的图

形． 

（1）正角：一条射线绕端点按逆时针方向旋转所形成的角为正角； 

（2）负角：一条射线绕端点按顺时针方向旋转所形成的角为负角； 

（3）零角：一条射线没有旋转时形成的角为零角． 

2．用运动的观点来定义角的概念，角可看作是由一条射线绕着它的端点从初始位置（始

边）旋转到最终位置（终边）所形成的．逆时针旋转得到正角，顺时针旋转得到负角，没有

旋转得到零角． 

  将角的顶点与坐标原点重合，角的始边与 x 轴的正半轴重合，角的终边在第几象限，就称

这个角是第几象限的角．要注意的是，当角的终边在坐标轴上时，这个角不属于任何象限． 

3．与角 终边相同的角表示为 360 ,k k Z      ． 

二、弧度制 

1．将长度等于半径的圆弧所对圆心角的大小叫做 1 弧度的角，记为 1rad，通常省略单

位 rad，用弧度来度量角的大小是角的另一种度量制度——弧度制．弧度制与角度制之间存

在着下列换算关系：
180

10 
 弧度，1 弧度= 00 3.57)

180
( 


．学习时须了解为什么要引入

弧度制？角的大小能用实数表示，为以后学习自变量为角的函数提供基础．因此目前要对一

些常用的特殊角的弧度数相当熟悉． 

2．扇形弧长公式 l r  ；       扇形面积公式 21 1

2 2
S l r r     

两个公式的记忆法：取 2  ，可检验与圆周长、圆面积公式是否一致． 

3．一个角确定了，它的终边也就唯一确定了；但反过来，若角的终边确定了，则它表

示的角并不确定，这样的角有无数个，它们之间大小相差2 的整数倍．即与角 终边相同

的角的集合表示为{ | 2 , }x x k k Z    （或{ | 360 , }x x k k Z    ）．要注意：在

同一个表达式中弧度与角度不能混用． 



华询教育 

4．终边在各坐标轴上的角的表示： 

   角 终边在 x 轴正方向：2k k Z （ ）；      

角 终边在 x 轴负方向：2k k Z  （ ）； 

   角 终边在 y 轴正方向：2
2

k k Z


  （ ）； 

角 终边在 y 轴负方向：
3

2
2

k k Z  （ ）或2
2

k k Z


  （ ）. 

5．象限角的范围： 

   第一象限角的范围： 2 2 ,
2

k k k Z


 
 

  
 

， ；  

 第二象限角的范围： 2 2 ,
2

k k k Z


  
 

   
 

， ； 

   第三象限角的范围：
3

2 2 ,
2

k k k Z


  
 

   
 

， ； 

   第四象限角的范围：
3

2 2 2 ,
2

k k k Z


  
 

   
 

， 或 2 2 ,
2

k k k Z


 
 

  
 

， . 

【典型例题】 

 

一、任意角 

 

例 1  经过 40 分钟，求时针、分针、秒针各转过的角度． 

解 时针转过的角度为  
1 4 0

3 6 0 2 0
1 2 6 0

     ； 

分针转过的角度为 
40

360 240
60

    ； 

秒针转过的角度为 360 40 14400    . 

例 2 在[0 ,360 )内，求与角2007 的终边相同的角，并确定角2007 是第几象限的角． 

解 角2007 的终边相同的角的是： 360 2007 ,   k k Z ，  

当 5 k 时， 360 ( 5) 2007 207 (0 ,360 )      ． 

所以在[0 ,360 )内，与角2007 的终边相同的角是207 ，且角2007 是第三象限的角． 

例 3 设    360 477 , , 360 603 ,A k k Z B n n Z             ，问集
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合 ,A B相等吗？为什么？并求出集合 ,A B中的最大负角和在0 ～360 之间的角． 

解 477 1 360 117   ，  

     又 603 2 360 117     ， 477 与 603 的终边相同，则 A B ． 

集合 ,A B中最大的负角是 243 ． 

在集合 A中，当 1k   时， ( 1) 360 477 117 A     ， 

所以在0 ～360 之间的角是117 ． 

二、弧度制 

例 4 用弧度制表示  

(1)终边在 x 轴上的角的集合； 

(2)终边在 y 轴上的角的集合； 

(3)终边在坐标轴上的角的集合． 

解 终边在 x 轴上的角的集合 1 { | , }  S k k Z   ； 

终边在 x 轴上的角的集合
2 { | , }

2
   S k k Z


   ； 

终边在坐标轴上的角的集合
3 { | , }

2
  

k
S k Z


  ． 

例 5 若0 2   ，角7 的终边与角 的终边重合，求角 ． 

解 由已知，7 2 ( )  k k Z   ， 

即6 2 k  ，故 ( )
3

 
k

k Z


 ，因为 (0 ,2 )  ，故有
2 4 5

, , , ,
3 3 3 3


   

  ． 

例 6 判断下列命题的真假  

(1)终边相同的角一定相等； 

(2)第一象限的角都是锐角； 

(3)若 [0 , ]
2


  ，则 是第一象限的角； 

(4)若 是第一象限的角，则
2


也是第一象限的角． 

解 四个命题都是假命题 

（1），如弧度数为
3


的角与 2 (

3
k k Z


  且 0)k  的角，终边相同，但这些角并不

相等． 
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（2），因为锐角  (0 , )
2


  ，而第一象限的角的表达式为 2 2

2
k k


     ，

( )k Z ,显然当 0k  时， 并非锐角． 

（3）因为 [0 , ]
2


  ，而 0  或

2


  时，并非象限角． 

（4）如 2
4


   是第一象限的角，但

2 8

 
  并非第一象限的角． 

例 7 扇形 AOB的面积是 24cm ，周长是10cm，求扇形 AOB的圆心角的弧度数． 

解 设扇形 AOB的圆心角的弧度数 ，弧长为 l ，半径为 r ， 

由题意，得 

2 10,
1,

1
8.4.

2

l r
r

llr

 


 
 



  或
4,

2.

r

l





， 

由
1,

8.

r

l





  得 8 （弧度）;      
4

2





r

l
  得

1

2
 （弧度）． 

例 8.已知扇形 OAB的圆心角为150 , 面积为
5

3
 , 求弧 AB的长, 并求扇形内以 AB为弦的弓

形面积. 

解: 扇形 OAB的圆心角
5

6


  , 

则 2 21 5 1 5
2

2 3 2 6
S r r r

 
       , 

5 5
2

6 3
AB r


       ; 

设弓形的面积为 S , 则 25 1 5 5
2 sin 1

3 2 6 3
OABS S S

 


        . 

例 9 已知 是第一象限的角， 

（1）2 的范围是什么?      (2)
3


是第几象限的角？ 

解   是第一象限的角， 2 2
2

  k k


   ( )k Z ， 

（1）4 2 4k k      ， 4k 是偶数， 

 2 是第一或第二象限角或2 的终边在 y 轴的正半轴上． 

（2）
2 2

3 3 3 6
  

k k   
( )k Z  

当 3 ( ) k n n Z 时，2 2 ( )
3 6

   n n n Z
 

  ，此时
3


是第一象限的角； 
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当 3 1( )  k n n Z 时，
2 5

2 2 ( )
3 3 6

    n n n Z
  

  ，此时
3


是第二象限的角； 

当 3 2( )  k n n Z 时，
4 3

2 2 ( )
3 3 2

    n n n Z
  

  ，此时
3


是第三象限的角． 

 

第二讲  任意角的三角比 

【知识要点】 

一、任意角三角比 

在任意角 终边上任取一点 ( , )P x y （ P与原点不重合），
2 2r x y  ，则 

   s i n , c o s ,
y x

r r
    

tan ( , ),
2

y
k k Z

x
   


               cot ( , )

x
k k Z

y
       

 sec ( , ),
2

   
r

k k Z
x


              csc ( , )

r
k k Z

y
      ． 

二、终边相同的角的同名三角比相等（第一组诱导公式）： 

   s i n ( 2 ) s i nk    ；cos(2 ) cosk    ； tan(2 ) tank    ； 

   c o t ( 2 ) c o tk    ，其中 k Z ． 

三、角 各三角比在每个象限的符号： 

角 所在象限 sin  cos  tan  cot  sec  csc  

第一象限             

第二象限             

第三象限             

第四象限             

四、三角函数线：设角 的终边与原点为圆心的单位圆交于点 P ，则有向线段

, ,MP OM AT 的数量分别等于角 的正弦、余弦、正切的值，有向线段 , ,MP OM AT 分

别称为角 的正弦线、余弦线和正切线． 

O x

y

P

M (1,0)A

T

O x

y

P

M

(1,0)A

T

O x

y

P

M (1,0)A

T

O x

y

P

M
(1,0)A

T
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五、特殊角的三角比 

角  sin  cos  tan  cot  sec  csc  

0       

6


       

4


       

3


       

2


       

3

2
       

4

3
       

6

5
       

        

2

3
       

 

 

【典型例题】 

 

一、任意角三角比的概念 

 

例 1 已知角 的终边经过点 (12 , 5 )P t t （ 0t ），求角 的六个三角比． 

解 因为角 的终边经过 (12 , 5 )P t t ，所以 12 , 5  x t y t . 

2 2 2 2(12 ) ( 5 ) 13      r x y t t t ,     0t . 

     1 2 , 5  x t y t， 13 r t . 

      
5 5

sin
13 13


  



y t
x

r t
；

12 12
cos

13 13
   



x t

r t
 ；

5 5
tan

12 12


   

y t

x t
 ； 

      
1 2 1 2

c o t
5 5

   


x t

y a
 ；

13 13
sec

12 12


   

r t

x t
 ；

13 13
csc

5 5


  



r t

y t
 ． 

例 2 已知角 终边与函数 3y x  图象重合，求角 各三角比的值． 
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     解①当角 终边在第二象限时，取终边上任一点 ( , 3 ) ( 0)P x x x   

      则 P 点到原点的距离
2 29 10 10r x x x x     . 

      
3 3

sin 10
1010

x

x



 


，
10

cos
1010

x

x
   


，

3
tan 3

x

x



   ， 

      
1

c o t
3 3

x

x
   


，

10
sec 10

x

x



   ，

10 10
csc

3 3

x

x



 


．    

     ②当角 终边在第四象限时，取终边上任一点 ( , 3 ) ( 0)P x x x  ， 10r x ， 

     同理可得：
3 10 1

sin 10, cos , tan 3, cot
10 10 3

            ， 

     
10

sec 10, csc
3

    ． 

例 3 已知
1

tan
2

   ，且 是第四象限角，求 的其它三角比． 

   解  ：因为
1

tan
2

   ， 在第四象限，所以可设 1, 2y x   ，得
2 2 5r x y   ． 

     所以
5 2

sin , cos 5
5 5

    
y x

r r
  ，cot 2

x

y
    ， 

    
5

s e c
2

r

x
   ， csc 5

r

y
    ． 

例 4 已知角 的终边上的一点 P，满足 13OP  ，且
5

cos
13

   ，求点P的坐标． 

解 设点 P 的坐标为 ( , )x y ， 13r OP  ，由
5

cos
13

y

r
    得 5y   ． 

因为
2 2 2r x y  得

2 144x  ，则 12x   . 

所以点 P 的坐标为 (12, 5) 或 ( 12, 5)  ． 

二、诱导公式以及三角比的符号 

例 5 求下列各三角比： 

   （1）
23

sin( )
6

          （2）
31

cos
4

 
 
 

         （3） tan( 315 )  

解（1）
23 1

sin( ) sin( 2 2 ) sin
6 6 6 2

      
 

  ． 
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（2）
31 2

cos cos( 4 2 ) cos
4 4 4 2

 
       
 

 
  . 

（3）      tan 315 tan 360 45 tan 1 360 45 tan 45 1          ． 

例 6 根据下列条件确定 所属象限（不考虑角的终边在坐标轴上）： 

   （1）sin 0  且cos 0  ;             （2）cos tan 0   ; 

   （3）csc 0  且sec 0  ;             （4）
sin

0
cot




 . 

解（1） sin 0  ， 是第三或第四象限的角；又 cos 0,   是第一或第四象

限的角，所以 是第四象限的角． 

    （2） cos tan 0,    cos 与 tan 异号．如果cos 0  且 tan 0  ，则 是第

四象限的角；如果cos 0  且 tan 0  ，则 是第三象限的角．所以 是第三或第四象限

的角． 

（3） csc 0,   是第一或第二象限的角；又 sec 0,   是第二或第三象限的

角，所以 是第二象限的角． 

（4）
sin

0, sin
cot





  与cot 同号．如果 sin 0  且 cot 0  ，则 是第一象限

的角；如果sin 0  且cot 0  ，则 是第四象限的角．所以 是第一或第四象限的角． 

[点评]已知同一个角的不同三角比的符号，要确定角所在的象限时，应分别根据各个三

角比的符号确定角所在的象限，再求出其公共象限．需注意 sin 0 ,  属第一、二象限且

包括 y 轴正向． 

例 7 如图，在单位圆中，角 的终边为
'OT ,则角 的正弦线、余弦线、正切线的写法

完全正确的是（    c   ）    

A ．  正弦线MP 、余弦线MO 、正切线 ' 'AT    (B)正弦线PM 、余弦线

MO、正切线 AT  

C ．  正弦线MP 、余弦线OM 、正切线 AT   (D)正弦线PM 、余弦线OM 、

正切线 ' 'T A  

 

 

O x

y

P

MA

T 

A

T
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第三讲 答案 

【点击双基】 

1． 
3

( 2 , 2 ),
2 2

k k k Z
 

       2. sin cos        3. 1      4. 
3

5
  

5. 
11

16
        6.   

3
[ 2 , 2 ],

4 4
k k k Z

 
         7. 

3 1

2


      8.① 

【典型例题】 

例 1：cosα＝
13

5
. 

例 2： 
3

25 
. 

例 3： 
32

23
. 

例 4： 
|cos|

2


. 

例 5：（1） sin （2） 4cos  
例 6:略 

例 7：略 

例 8：略 

   例 9：（1）
4

3
  

（2）原式=

2cos , 0,
4

3
2sin , ,

4 4

3
2cos , ,

4


 

 
 


  

  
 
 

  
  
 

  
  

 

 

 例 10： 

 
【回家作业】 

1． cos     2.   c o s 8 0   3. 1      4. 1     5. 2sec      6. 
3

2
 

7. 
5

12
        8. 1        9. C    10.B    11. D     12. D 

 

 

第四讲 答案 
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【点击双基】 

1.0                  
2. 65

16
、

65

33
、

33

56
 、

169

119
 。           

3.

4 3 3

10



 

4.－
845

507
           5.B           6.C                      7.

56

65
  

【典型例题】 

例 1： 
33

65
  

例 2：－
729

239
 

例 3：
24

13
 

例 4：4 

例 5： 











2,

2

2
 

例 6：0 

例 7：略 

例 8： 
4


 

例 9： 
3

π
. 

例 10： －
2

1
. 

例 11：略 

例 12：
3

p
  

例 13：
7 3

, 2 2
3

 
  
 

 

【回家作业】 

（1）sinα（2）sin cos （3）cos（4） 2 6
5

（5）
5

13
 （6） 3 （7）cos

4

 
 

 




（8） tan tan （9） tan （10）
11

14
 （11）3 

DAA 

第六讲   正弦定理和余弦定理 

【知识与方法】 

1. 三角形面积公式 
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2. 正弦定理 

 

 

 

 

3. 余弦定理 

 

 

 

 

 

 

【基础题】 

(1)⊿ ABC 中，用三个角 A、B、 C 及外接圆半径 R 表示三角形的面积，得

S=__________________； 

用三条边及外接圆半径表示三角形面积，得 S= _________________； 

用内切圆半径 r，周长 p2 表示三角形面积，得 S=_____________， 

 

S= CBAR sinsinsin2 2 ；S=
R

abc

4
； S= rp ； 

 

(2)在 ABC 中，角 CBA ,, 所对的边分别是 cba ,, ， 

①若 26,
4

,32  cBa


，则 A _______________；  

②若    BACBACBA sinsin3sinsinsinsinsinsin  ， 

则 C =___________； 

 

 

①
3


； ②

3


； 

 

(3)在 A 为顶角的等腰 ABC 中， 

① 已知
5

3
sin A ，则 Bcos =_______________；   

② 已知
5

3
sin B ，则 Asin =_______________； 

① Bcos =
10

103

10

10
或 ；  ② Asin =

25

24
； 
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(4) 试判断下列的形状： 

① 在 ABC 中，若 BbAa coscos  ，则 ABC 的形状是________________； 

② 在 ABC 中，若 sin sina A b B ，则 ABC 的形状是________________； 

 

 

①等腰三角形或直角三角形； 

②等腰三角形； 

 

 

 

 

 

(5) 在 ABC 中，
3

1
,

2

1
 tgBtgA ，最长边为 1，则最短边长为________； 

 

 

 

5

5
 

 

(6) 在 ABC 中，
5

4
cos B ，

13

5
sin C ，则 Acos =_______________. 

 

65

33
  

 

 

 

【能力题】 

例 1：在 ABC 中，三边长为 cba ,, 且 2b=a+c，求b 边长所对的角 B 的取值范围。 

解：∵ bca 2  

∴ 
2

1

4

1

8

3

2

2

2
cos

2

22

222


















 






a

c

c

a

ac

ca
ca

ac

bca
B （当且仅当 ca  时

等号成立）,又∵  ,0B ,∴ 









3
,0


B  

 

例2． 在与水平方向成 角的斜坡 BCD上有一座塔 AD ，从 B 、C 测得塔
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的张角分别为  、 ．若 aBC  ，求塔高 AD ．  

例3． 解：在 ABC 中，  BAC ， 

   ∴ 
   sinsin

ACa



,∴ 

 






sin

sina
AC ,在 ACD 中，

2


 ADC ,∴  













2
sin

sin 




ACAD
,∴  

  











2
sinsin

sinsin




a
AD  

例 3．在 ABC 中 105,30  ABCSa ，外接圆的半径 17R ，求 ABC 的周长。 

解： R
A

a
2

sin
 ,∴ 

17

15
sin A ∵ AbcS sin

2

1
  

∴ 238bc ,又
17

8
cos,cos2222  AAbccba  

∴ 676112422 或 cb ,∴ 22440或 cb ,∴ ABC 的周长=70 或 22430  

 

例 4． 在△ABC 中，角 A、B、C所对的边分别为 a、b、c。若 ,coscos)3( CaAcb  求cos A. 

 

3

3
 

 

例 5． ABC 的三个内角期中一角等于另外两角之和，（A>B>C）, 

（1)计算
ac

bca 222 
的值； 

（2）若 tgCtgA, 是方程 )1(32)3(  xxx 的两个根，且 ABC 的面积为 33 ，求

角 A、B、C的大小及边 a 的长度。 

 

（1) 
ac

bca 222 
=1;（2） 2,

4
,

3
,

12

5
 aCBA


 

例6. 已知三角形两边之和是 8，其夹角是 60 ，求这个三角形周长的最小值和面积的最

大值，并指出面积最大时三角形的形状。 

 

1． ,12,34  lS 正三角形 

【巩固提高】 
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1 ．  （ 1 ） 在 A B C 中 ， 已 知 17a ， 13b ， 5ABCS ， 则 C =

221

10
arcsin

221

10
arcsin 或 ； 

（2）在 ABC 中，已知  30,33,3 Aca ，则b =3 或 6； 

（3）在△ABC中，角 ABC的对边分别为 a、b、c,若(a2+c2-b2)tanB= 3ac ,则角 B=
3

2

3


或 ； 

2 ．  在 △ ABC 中 ， 三 个 角 A ， B ， C 的 对 边 边 长 分 别 为 3, 4, 6a b c   则

cos cos cosbc A ca B ab C  =
2

61
； 

3．设 A、B、C 为三角形的三个内角，且方程 xACxBA )sin(sin)sin(sin 2  Bsin

0sin  C  有两个相等的实数根，求 B 的取值范围。 











3
,0


B  

 

4．在一个特定时段内，以点 E 为中心的 7 海里以内海域被设为警戒水域.点 E 正北 55 海里

处有一个雷达观测站A.某时刻测得一艘匀速直线行驶的船只位于点A北偏东45 且与点A相

距 40 2 海里的位置 B，经过 40 分钟又测得该船已行驶到点 A北偏东45 + (其中 sin =

26

26
，0 90  )且与点 A相距 10 13 海里的位置 C.  

（1）求该船的行驶速度（单位：海里/小时）; 

（2）若该船不改变航行方向继续行驶.判断它是否会进入警戒水域，并说明

理由. 

 

 

船的行驶速度为
10 5

15 5
2

3

 （海里/小时）； 

船会进入警戒水域. 
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第七讲  三角比综合 

一、填空题 

1．若 0cos4sin3   ，则   2cos2sin __________．
25

31
  

2．
2

1
coscossinsin   ，则  )cos(  ______

4

3
____． 

3．若为锐角，且
6

1

6
sin 











 ，则 sin ________
12

353 
__． 

4．若 2

2
sin1

sin










 




，则 










4
2cos


 _____

50

231
 _____． 

5．已知
2

1
cossin   ，且  2 ，则 

2
tan


72  __________． 

6．已知 10cottan   ，则 2tan ______
5

1
 ____． 

7．化简：  2sin4cos1 2
______sin2____． 

8．若
3

1

4
cos

4
cos 

















 





，则   44 cossin ______

18

13
____． 

9．若  cos1sin2  ，则 tan _____
3

4
____或 0． 

10．若 5:8
2

sin:sin 


 ，则 
4

cot


__ 3 ________． 

11. 若一个三角形的三边长分别为 cba ,, ，且 222 cba  ，则 ABC 的形状是__锐

角三角形___.  

12.下列四个命题中，错误命题的序号是     1,2,3  .  

（1）若 BA cossin  ，则 ABC 是直角三角形；（2）若 BA 2sin2sin  ，则 ABC 是等

腰 三 角 形 ；（ 3 ） 若 1tantan BA ， 则 A B C 是 钝 角 三 角 形 ；（ 4 ） 若

1)cos()cos()cos(  ACCBBA ，则 ABC 是等边三角形. 

二、解答题 
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13．已知
5

4
sin  ， 








 


 ,

2
， 2)tan(  ，求

2
tan

2

1
sin2 2 

  的值． 

 

5

3
 

 

14．设 k  cossin ，若 0cossin 33   ，求实数 k 的取值范围． 

 

)0,2[  

 

 

 

15．在 ABC 中，已知 3:2:1tan:tan:tan CBA ，求
C

B

sin

sin
的值． 

 

3

22
 

 

 

16. 在 ABC 中， cba ,, 分别为三个内角 CBA ,, 的对边，若
5

52

2
cos,45,2 0 

B
Ca ，

求 ABC 的面积 S . 

7

8
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第九讲  正余弦函数的图像与性质 

【知识梳理】 

结给出正弦余弦函数的图象总结正弦函数和余弦函数的性质 

xy sin ( Rx ) 

xy cos

( Rx ) 

xy sin ( Rx )                xy cos ( Rx )  

1. 定义域 

 

 

 

2.值域 

(2)最值 

 

 

 

 

3.周期性 

 

 

 

 

4. 奇偶性 

 

 

 

  

5.对称性 
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6.单调区间 

 

 

 

 

基础题： 

 

1、判断下列函数的奇偶性： 

⑴ 
2 siny x x       

 

奇函数非偶函数 

⑵ cot tany x x   

奇函数非偶函数 

⑶ xxxy coscossin 44    

偶函数非奇函数 

⑴ 
xx

xx
y

cossin1

cossin1




  

⑵ 非奇函数非偶函数. 

 

2.判断下列函数的奇偶性： 

（1）   sin cos 1f x x x   ； 

（2）   sin cosf x x x ； 

（3）   sin 2f x x 。 

（4）
2( ) lg(sin 1 sinf x x x   ） 

解：（1）因为 的定义域为 ，又 ，

所以 ，所以 是非奇非偶函

数。 

（2）因为 为定义域为 ，且对任意 ， 

有 成立，又 ， 

所以 是奇函数非偶函数。 

（ 3 ） 因 为 的 定 义 域 为 ， 且 对 任 意 ， 有

  sin cos 1f x x x   R sin cos 1 2
2 2 2

f
   

    
 

sin cos 1 0
2 2 2

f
       

           
      2 2

f f
    

    
   

 f x

  sin cosf x x x R x R

       sin cos sin cosf x x x x x f x       
3 3

f f
    

    
   

  sin cosf x x x

  sin 2f x x R
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成立，又 ，所以 是

偶函数非奇函数。 

（4） ) 

解：函数的定义域为 R， 

  =  

        = = =  

所以函数 ）为奇函数． 

 

3、求下列函数的最小正周期： 

⑴ 









4
3sin2


xy     

⑵ xy 2sin  

⑶
xx

xx
y

2sin2cos

2sin2cos




     

 

⑶ xxy 66 cossin   

参考解答：⑴ ，⑵ ，⑶ ，⑷  

 

 

 

4、求下列函数的最大值和最小值，并求出取最大值和最小值时 x 的集合。 

（1）
1

sin 2
3 3

y x
 

  
 

；   

解：（1）当 ，即 时， 取最大值 ， 

当 ，即 时， 取最小值 。 

 
 

 （2） 2 3cos 3
4

y x
 

   
 

。    

 
 

（2）当 ，即 时， 取最小值 ， 

   sin 2 sin 2f x x x f x    
4 4

f f
    

     
   

  sin 2f x x

2( ) lg(sin 1 sinf x x x  

2( ) lg[sin( ) 1 sin ]f x x x     2lg( sin 1 sin )x x  

2 1lg(sin 1 sin )x x   2lg(sin 1 sin )x x   ( )f x

2( ) lg(sin 1 sinf x x x  

2

3
T 

2
T




2
T




2
T




 2 2
3 2

x k k Z
 

     
12

x kx k Z


   y
1

3

 
3

2 2
3 2

x k k
 

     
7

12
x k k Z


   y

1

3


3 2
4

x k


  
2

,
3 12

k
x k Z

 
   y 1
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当 ，即 时， 取最大值 。 

 

能力题： 

例 1 求下列函数的单调递增区间： 

（1）
1

sin 2
3 4

y x
 

  
 

；   2 s i n 3
3

y x
 

  
 

。     

解：（1）考察 的图像可知，当 ，即 

时， 单调递增， 

所以 的单调递增区间是 。 

（2） ， 

所以当 ，即 时，

单调递减。 

所以 的单调递增区间是 。 

例 2、已知函数 ( ) 3sin( ) cos( )f x x x       （0 π  ， 0  ）为偶函数，且

函数 ( )y f x 图象的两相邻对称轴间的距离为
π

2
． 

（1）求
π

8
f
 
 
 

的值； 

（2）将函数 ( )y f x 的图象向右平移
π

6
个单位后，得到函数 ( )y g x 的图象，求 ( )g x 的

单调递减区间． 

 

解：（Ⅰ）
π π

2cos 2
8 4

f
 

  
 

．（2）递减区间为
π 2π

π π
6 3

k k
 

  
 

， （ kZ）． 

3 2
4

x k


  
2

,
3 4

k
x k Z

 
   y 5

 siny x x R  2 2 2
2 4 2

k x k
  

    

 
3

8 8
k x k k Z

 
    

1
sin 2

3 4
y x

 
  

 

1
sin 2

3 4
y x

 
  

 

3
, ,

8 8
k k k Z

  
   

 

2sin 3 2sin 3
3 3

y x x
    

       
   

3
2 2

2 3 2
kx x k

  
       

2 5 2 11

3 18 3 18

k k
x k Z

   
    

2sin 3
3

y x
 

  
 

2sin 3
3

y x
 

  
 

 
2 5 2 11

,
3 18 3 18

k k
k Z

    
   

 
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例 3、已知函数 x
xx

xf sin
2

sin
2

cos)( 22  . 

（1）求函数 )(xf 的最小正周期； 

（2）当 )
4

,0(0


x 且

5

24
)( 0 xf 时，求 )

6
( 0


xf 的值。 

（1） 2 （2）
10

2364 
 

例 4、已知函数 2 π
( ) cos

12
f x x

 
  

 
，

1
( ) 1 sin 2

2
g x x  ． 

（1）设 0x x 是函数 ( )y f x 图象的一条对称轴，求 0( )g x 的值． 

（2）求函数 ( ) ( ) ( )h x f x g x  的单调递增区间． 

解：（1）由题设知
1 π

( ) [1 cos(2 )]
2 6

f x x   ．因为 0x x 是函数 ( )y f x 图象的一条对

称 轴 ， 所 以
0

π
2

6
x  πk ， 即

0

 π
2 π

6
x k  （ kZ ） ． 所 以

0 0

1 1 π
( ) 1 sin 2 1 sin( π )

2 2 6
g x x k     ． 

当 k 为偶数时，
0

1 π 1 3
( ) 1 sin 1

2 6 4 4
g x

 
      

 
， 

当 k 为奇数时，
0

1 π 1 5
( ) 1 sin 1

2 6 4 4
g x      ． 

（2）
1 π 1

( ) ( ) ( ) 1 cos 2 1 sin 2
2 6 2

h x f x g x x x
  

        
  

 

1 π 3 1 3 1 3
cos 2 sin 2 cos2 sin 2

2 6 2 2 2 2 2
x x x x

   
               

1 π 3
sin 2

2 3 2
x

 
   

 
． 

当
π π π

2 π 2 2 π
2 3 2

k x k  ≤ ≤ ，即
5π π

π π
12 12

k x k ≤ ≤ （ kZ）时， 

函数
1 π 3

( ) sin 2
2 3 2

h x x
 

   
 

是增函数， 

故函数 ( )h x 的单调递增区间是
5π π

π π
12 12

k k
 

  
 

， （ kZ）． 
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例 5、已知函数 f(t)=
1 17

, ( ) cos (sin ) sin (cos ), ( , ).
1 12

t
g x x f x x f x x

t





  


 

（1）将函数 g(x)化简成 Asin(ωx+φ)+B（A＞0，ω＞0，φ∈[0，2π]）的形式； 

（2）求函数 g(x)的值域.       (   选用  ) 

 

解：（1） 

1 sin 1 cos
( ) cos sin

1 sin 1 cos

x x
g x x x

x x

 
 

 

2 2

2 2

(1 sin ) (1 cos )
cos sin

cos sin

x x
x x

x x

 
   

1 sin 1 cos
cos sin .

cos sin

x x
x x

x x

 
 

17
, , cos cos , sin sin ,

12
x x x x x

 
       
 

1 sin 1 cos
( ) cos sin

cos sin

x x
g x x x

x x

 
  

 
sin cos 2x x   ＝ 2 sin 2.

4
x

 
  

 
 

（2）由
17

12
x


 ＜ ，得

5 5
.

4 4 3
x

  
 ＜ sin t 在

5 3
,

4 2

  
 
 

上为减函数， 

在
3 5

,
2 3

  
 
 

上 为 增 函 数 ， 又
5 5 3 5

sin sin , sin sin( ) sin
3 4 2 4 4

x
    

  ＜ ＜ （ 当

17
,

2
x

 
  
 

），即
2

1 sin( ) 2 2 2 sin( ) 2 3
4 2 4

x x
 

         ＜ ， ＜ ， 

故 g(x)的值域为 2 2, 3 .  


 

 

巩固提高： 

1、已知sin 2cos 0A A   

(1)求 tanA的值； 

(2)求函数 ( ) cos2 tan sin (f x x A x x  R)的值域. 

解：（1）tanA=2.  （2）
3

3, .
2

 
 
 

 

2、已知函数 ( ) cos(2 ) 2sin( )sin( )
3 4 4

f x x x x
  

      

（1）求函数 ( )f x 的最小正周期和图象的对称轴方程 

（2）求函数 ( )f x 在区间[ , ]
12 2

 
 上的值域 
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解:（1） 
2

T
2


 周期∴ ，对称轴

32




k
x （2）值域为

3
[ ,1]

2
  

 

3、已知 sinx+siny=
3

2
，求 

3

2
siny－cos

2
x 的取值范围 [

12

1
，

9

7
] 

 

4、（1）已知 )
2

,0(


x ，证明不存在实数 )1,0(m 能使等式 cos x +msin x =m(*)成立； 

（2）试扩大 x 的取值范围，使对于实数 )1,0(m ，等式(*)能成立； 

（3）在扩大后的 x 取值范围内，若取
3

3
m ,求出使等式(*)成立的 x 值。 

提示：（1）可化为 1)
42

tan( 
x

m （2） )
2

,
2

(


x （3）
6


x  

 

5、已知函数 2 π π π
( ) 1 2sin 2sin cos

8 8 8
f x x x x

     
          

     
．求： 

（1）函数 ( )f x 的最小正周期；    （2）函数 ( )f x 的单调增区间． 

解：1.（1）
2π

π
2

T   ；    （2）递增区间是
π

[ π π]
2

k k ， （ kZ）． 

6、已知函数 ( ) 2cos (sin cos ) 1f x x x x x   R， ． 

（1）求函数 ( )f x 的最小正周期； （2）求函数 ( )f x 在区间
π 3π

8 4

 
 
 

， 上的最小值和最大值． 

1）最小正周期为 π． 

（2）函数 ( )f x 在区间
π 3π

8 4

 
 
 

， 上的最大值为 2 ，最小值为
3π

1
4

f
 

  
 

 

7、如图，函数
π

2cos( )( 0 0 )
2

y x x >     R， ，≤ ≤ 的图象与 y 轴相交于点 (0 3)， ，

且该函数的最小正周期为． 

（1）求 和的值； 

（2）已知点
π

0
2

A
 
 
 

， ，点 P 是该函数图象上一点，点 0 0( )Q x y， 是

PA 的中点，当 0

3

2
y  ， 0

π
π

2
x

 
  
 

， 时，求 0x 的值． 
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1）
π

6
  ．

2π 2π
2

T π
    ．  （2）

0

2π

3
x  或

0

3π

4
x  ． 

 

 

8 、求函数
2 47 4sin cos 4cos 4cosy x x x x    的最大值与最小值． 

max 10y  ，
min 6y   

 

9.某同学对函数 进行研究后，得出以下结论： 

①函数 的图像是轴对称图形； 

②对任意实数 ， 均成立； 

③函数 的图像与直线 有无穷多个公共点，且任意相邻两点的距离相等； 

④当常数 满足 时，函数 的图像与直线 有且仅有一个公共点. 

其中所有正确结论的序号是   ▲   ． 

【答案】①②④ 

① ，所以函数 是偶函数，所以关于 轴

对称，所以①正确。② ，所以②正确。③由 ，

得 或 ，所以 ,所以任意相邻两点的距离不一定相等，所

以③错误。④由 ，即 ，因为 ，所以 ，

所以必有 ，所以函数 的图像与直线 有且仅有一个公共点，所以④正

确。所以所有正确结论的序号是①②④。 

 

 

10、设 2( ) 6cos 3sin 2f x x x  ． 

（1）求 ( )f x 的最大值及最小正周期；（2）若锐角 满足 ( ) 3 2 3f    ，求
4

tan
5
 的

值． 

2. 解：（1）最大值为2 3 3 ；最小正周期
2

2
T


  ．（2）从而

4
tan tan 3

5 3



  ． 

 

 

 

xxxf sin)( 

)(xfy 

x xxf )(

)(xfy  xy 

k 1k ( )y f x kxy 

( ) sin( ) sin ( )f x x x x x f x      xxxf sin)(  y

( ) sin sinf x x x x x x   ( ) sinf x x x x 

sin 1x  0x  2 ,
2

x k k Z


  

( ) sinf x x x kx  (sin ) 0x x k  1k sin 0x k 

0x  ( )y f x kxy 
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11、已知函数 2 π
( ) 2sin 3 cos 2

4
f x x x

 
   

 
，

π π

4 2
x

 
  
 

， ． 

（1）求 ( )f x 的最大值和最小值； 

（2）若不等式 ( ) 2f x m  在
π π

4 2
x

 
  
 

， 上恒成立，求实数m 的取值范围． 

3. 【解】解：（1）
π

( ) 1 cos 2 3 cos 2 1 sin 2 3 cos 2
2

f x x x x x
  

        
  

∵  

π
1 2sin 2

3
x

 
   

 
又

π π

4 2
x

 
  
 

，∵ ，
π π 2π

2
6 3 3

x∴ ≤ ≤ ， 即

π
2 1 2sin 2 3

3
x

 
  

 
≤ ≤ ， 

max min( ) 3 ( ) 2f x f x ，∴ ． 

（2） ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2f x m f x m f x      ∵ ，
π π

4 2
x

 
  
 

， ， 

max( ) 2m f x ∴ 且 min( ) 2m f x  ， 1 4m ∴ ，即m 的取值范围是 (1 4)， ． 

 

 

 

 

 

12、设函数 ，其中 ； 

（1）若 的最小正周期为 ，求 的单调增区间；（7 分） 

（2）若函数 的图象的一条对称轴为 ，求 的值．（7 分） 

4. 【答案】（1）    

                      

23
( ) sin 2 cos

2
f x x x   0 2 

( )f x  ( )f x

( )f x
3

x


 

2

2cos1
2sin

2

3
)(

x
xxf







.
2

1

6
2sin 











x
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令 得，                    

所以， 的单调增区间为：     

（2） 的一条对称轴方程为  

            

  

又 ，   

 

 

 

 

 

 

 

 

第十讲  正切函数的图像和性质 

【知识要点】 

 

1.正切函数 y                     ，是一个以                          为定义域， 

            为最小正周期，在每一个                       内单调        且值域为 

                 的       函数. 

2.正切曲线的大致如图所示：(画三个周期) 

 

 

 

.1,
2

2
,0,  




T

,,2
26

22
2

Zkkxk  





,,
63

zkkxk  





)(xf .,
6

,
3

Zkkk 







 







2

1

6
2sin)( 











xxf .
3



.,
263

2 zkk  




.
2

1

2

3
 k

20   .1
3

1
 k .

2

1
,0  k

O x

y
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基础题： 

1.写出下列函数的周期： 

(1) tan
2

x
y  ,          2        ；(2) tany x ,         1        ； 

(3) tan(2 )
4

y x


  ,      
2


           . 

2. 观察正切曲线，写出满足 tan 0 的 x 值的范围                    .

( , ],
2

k k k Z


    

3.不求值，根据正切函数的单调性比大小： 

2
tan( )

3


          

3
tan( )

4


; tan( )

3
k


            tan( )

3
k


  . ,   

4.已知 [0,2 ]x  ，求适合下列条件的角 x 的区间： 

(1)角 x 的正弦函数、正切函数都是增函数        
3

[0, ), ( ,2 ]
2 2

 
                    ; 

(2)角 x 的余弦函数是减函数，正切函数是增函数,                 

[0, ), ( , ]
2 2

 
            . 

5.判断下列函数的奇偶性，并说明理由. 

(1) ( ) 2 tan3f x x  ;                (2) ( ) tanf x x x . 

解：(1)奇函数， ( ) 2 tan[3( )] 2 tan3 ( )f x x x f x       ； 

(2)偶函数， ( ) ( ) tan( ) tan ( )f x x x x x f x       

6.求函数 ( ) 4 tan( )
2 5

x
g x


  的定义域和单调区间. 

解 ： 定 义 域
7

{ | , 2 , }
5

x x R x k k Z


    ， 单 增 区 间 为 每 一 个

3 7
(2 ,2 ),

5 5
k k k Z

 
     

能力题： 

例 1.已知
tan | tan |

( ) , ,
2 2

x x
f x x k k Z





    ， 

(1)画出该函数的大致图像；(2)指出它的周期，单调区间和值域. 

 

解：(1)如图： 

提示：
tan , tan 0

( )
0, tan 0

x x
f x

x


 


 

O

2

  3

2

3

2






2




x

y
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(2)T  ,单增区间[ , ),
2

k k k Z


    ， 

值域为[0, ) . 

 

例 2.求函数
2

2 tan
2( )

1 tan
2

x

f x
x





的最小正周期. 

解：. 2T   

提示： ( ) tanf x x ，因为 tan , tan
2

x
x 都要有意义， 

因此定义域为 { | , , 2 , }
2

D x x R x k x k k Z


         ，此定义域下0 ,D D   

所以最小正周期为2  

 

例 3.在一幢高 29 米的大楼 AC 顶端，树立着一块高 7 米的广告牌， 

求在距离楼水平距离多少远处观看广告牌的视角( AMB )最大？ 

(精确到 0.01) 

解.
max( ) 6.18AMB   

提示：设 , ,AMC BMC MC x       

7 7
tan tan( )

1044 2 1044
AMB

x
x

     



， 

当且仅当 1044x  时，
max

7
(tan )

2 1044
AMB  ，利用计算器：

max( ) 6.18AMB  . 

 

例 4.(1)利用正切值与余切值的关系，或者利用余切线，完成下列问题： 

正余函数 coty x 是一个以                          为定义域，      为最小正周期， 

在每一个                        内单调递     ，且值域为          的       函数. 

利用 cot tan( )
2

x x


   ，可知余切函数的图像可以经过正切函数的图像得到，具体方法

是把正切曲线                                     ，画出余切函数在三个周期内

的图像. 

 

 

 

 

 

 

 

(2)在同一个坐标系中画出 tan , , siny x y x y x   这三个函数在区间 (0, )
2


上的图像， 

并分析图像的位置关系及公共点的坐标. 

(3)证明：正切函数 tany x 在区间 (0, )
2


上的图像是“下凸”的， 

O x

y

A

B

CM x

A

B

CM x

2

O

y

x

sin , (0, )
2

y x x


 

, (0, )
2

y x x


 

tan , (0, )
2

y x x


 
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即对于任意
1 2 1 2, (0, ),

2
x x x x


  ，都有 1 2 1 2tan tan

tan( )
2 2

x x x x 
  

 

解.(1){ | , , },x x R x k k Z    ， ( , ),k k k Z    ，减，R ，奇. 

向左平移
2


个单位，再关于 x 轴对称 

 

(2)如图，无公共点， 

因为 (0, )
2

x


  ，sin tanx x x   

(3)证： 1 2 1 2tan tan
tan( )

2 2

x x x x 
   

1 2

1 2 1 2

1 2

sin sin

cos cos sin( )

2 1 cos( )

x x

x x x x

x x




 
 

 

1 2 1 2

1 2 1 2

sin( ) sin( )

2cos cos 1 cos( )

x x x x

x x x x

 
 

 
 

1 2
1 2

1 2 1 2

1 cos( )
sin( )

(2cos cos )[1 cos( )]

x x
x x

x x x x

 


 
① 

1 2 ( ,0) (0, )
2 2

x x
 

   ，因此 1 21 cos( ) 0x x   ，故① 0  

即 1 2 1 2tan tan
tan( )

2 2

x x x x 
  证毕 

 

巩固提高： 

 

1．函数 tany x 的定义域是_____________________．{ | , }
2

   x k x k k Z


   

2 ． 函 数 1 t a n ( )
4

  y x


的 单 调 递 增 区 间 是

______________________．
3

( , ) ( )
4 4

  k k k Z
 

   

3．函数 2 tan 1 y x 的最小正周期是_____________．1  

4 ． 不 等 式
3

t a n 1
3

  x 的 解 集 是

_______________________．{ | , }
6 4

 
    x k x k k Z  

5．函数
1 tan

lg
1 tan






x
y

x
的奇偶性是_____________．奇函数 

6 ． 函 数 t a n ( ) y x  的 图 像 关 于 点 ( , 0)
3


对 称 ， 则 

x

y

O

1

1 2




3

2



2




2
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_______________．
3

 k


  或 ( ).
6

  k k Z


   

7．若 ( ) tan( )
4

 f x x


，则（  D   ） 

  （A） ( 1) (0) (1)  f f f           （B） (0) (1) ( 1)  f f f      

  （C） (1) (0) ( 1)  f f f           （D） (0) ( 1) (1)  f f f  

8．已知函数 tan(2 ) y x  的图象过点 ( , 0)
12


，则 的值可以是（ A    ） 

（A）
6




        （B）
6


          （C）

12



         （D）
12


 

第十一讲  反三角函数 

【知识要点】 

1．y=sinx, x∈ 的反函数记作 y=arcsinx, x∈[-1,1]，称为反正弦函数.  

  y=cosx, x∈[0, π]的反函数记作 y=arccosx, x∈[-1,1]，称为反余弦函数.  

  y=tanx，x∈ 的反函数记作 y=arctanx, x∈R，称为反正切函数.  

2．反三角函数的图象  
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3.反三角函数的性质由图象，有  

   y=arcsinx  y=arccosx  y=arctanx  

定义域  [-1,1]  [-1,1]  R  

值域  

 

[0, π]  

 

单调性  在[-1，1]上单增  在[-1，1]上单减  在 R 上单增  

对称性  1
0 对称中心 

（0，0）奇函数  

2
0 对称轴；无  

1
0 对称中心

非奇非偶  

2
0 对称轴；无  

1
0 对称中心 

（0，0）奇函数  

2
0 对称轴；无  

周期性  无  无  无  

注：1．三角的反三角运算  

  arcsin(sinx)=x(x∈ )   arccos(cosx)=x (x∈[0, π])      arctan(tanx)=x(x∈ )     

2．反三角的三角运算  

  sin(arcsinx)=x (x∈[-1,1])  cos(arccosx)=x (x∈[-1,1])          tan(arctanx)=x (x∈R)   

  3．x 与-x 的反三角函数值关系  

  arcsin(-x)=-arcsinx(x∈[-1,1])     arccos(-x)=π-arccosx (x∈[-1,1])     arctan(-x)=-arctanx (x

∈R)  

 4.   

【基础题】 

1．
2

arcsin
2

的值等于 _______________.
4


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2．arctan x 的值域为 ________________________.[0, )
2


 

3．
9

arccos(sin )
10


的值等于______________.

2

5


 

4．arccos 1x   ，则 x的取值范围是_____________. ( cos1,1]  

5． 
1

tan arccos sin arccos( )
2

  
     

___________.
3

3
 

6．函数 y x sin (


2
＜x＜

3

2
 的反函数_____________. y x x    arcsin ( , )11  

7．函数 )
3

2

3
)(arccos(sin


 xxy 的值域是________. )

6

5
,

6
(


 

8．已知等腰三角形的顶角为 arccos(－
1

3
)，则底角的正切值等于__________. 

2

2
 

 

【能力题】 

例 1.求下列各式的值： 

（1） )
17

8
arcsin

5

3
sin(arcsin  ；（2） )]

13

5
arccos(

5

4
cos[arccos   

（3）
3

1
arcsin

3

22
arcsin  ；（4）

7

1
arccos)

14

11
arccos(  。 

（1）
85

77
；（2）

65

16
 

（3）
2


；（4）

3


 

 

例 2． 解不等式：（1）arccos arccos(1 )x x  （2） )1arccos(arccos xx   

（1）
1

0
2

x   

 

（2）

1 1
1

1 1 1 [0, )
2

1

x

x x

x x

  

     
  
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例 3.求下列函数的定义域、值域 

（1）
1

arcsin(3 1)
2

y x  ；（2） 21
arccos( )

2
y x x    

（1）
1

arcsin(3 1)
2

y x  ；（2） 21
arccos( )

2
y x x    

（1）
2

1 3 1 1 0
3

x x        

1
arcsin(3 1) arcsin(3 1)

2 2 4 2 4
x x

   
         

所以函数的定义域
2

[0, ]
3

，值域[ , ]
4 4

 
 . 

（2） 2 1 5 1 5
1 1, [ , ]

2 2
x x

 
    定义域为  

2

2

2 2

1 1
1

11 1 1
4( )

2 4 4

x x

x x
x x x

   


    
     



 

所以值域为
1 1

[0 arccos ]
2 2 4


， . 

例 4.用反正弦形式表示
17

8
arccos

5

3
arccos  。 

 

77
arcsin

85
   

 

例 5.求函数 y＝(arccosx)
2
－3arccosx 的最值及相应的 x的值。 

 

当 x＝cos 时, 函数取得最小值－ ， 

当 x＝－1时，函数取得最大值π
2
－3π. 

 

例 6．(1)求函数 y＝arccos(x
2
－2x)的单调递减区间; 

 (2)求函数 arctg(x
2
－2x)的单调递增区间。 

 

 

(1) 函数 y＝arccosu, u∈[－1, 1]是减函数， 

∴ －1≤x
2
－2x≤1,1－ ≤x≤1＋ , 又 x

2
－2x＝(x－1)

2
＋1,  

∴ 1≤x≤1＋ 时, u＝x
2
－2x 为增函数，根据复合函数的概念知此时原函数为减函数。 

(2) 函数 y＝arctgu 增函数, u∈R, 又 x
2
－2x＝(x－1)

2
＋1, 

∴ 当 x≥1时，原函数是增函数。 
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例 7.已知 、 是 的两条直角边， 为斜边，且 ， 

求证： 。 

证明：由  

 

 

，得证。 

例 8.试判断下列函数的定义域、值域、奇偶性、周期性、单调性，并画出大致图像。 

（1） 。          （2） 。 

（1） 。 

定义域为 。值域为 。奇函数。 

    不是周期函数，且再 上单调递增，如图。 

（2） 。 

    定义域为 。值域为 。奇函数。 

    是周期函数，周期为 。 

下面讨论单调性： 

① 当 时， ，为增函数。 

② 当 时， ，为减函数。 

    由函数的周期性，得 

① 区间 （ ）为函数 的递增区间，此时 

， 。 

a b Rt ABC c
1 1

arcsin arcsin
2a b


 

lg lg lgc a b 

1 1
arcsin arcsin

2a b


  

1 1
arcsin arcsin

2a b


 


1 1 1

sin arcsin sin arcsin cos arcsin
2a b b

     
       

     
 2

1 1
1

a b
 


2 2

1 1
1

a b
  

2

2 2
1

c

a b
 

2 2 2c a b   2lg 2 lg lgc a b 

 lg lg lgc a b 

 sin arcsiny x  arcsin siny x

   sin arcsiny f x x x  

 1,1  1,1

 f x  1,1

   arcsin siny f x x 

R ,
2 2

  
 
 

 f x 2

,
2 2

x
  

  
 

   arcsin sinf x x x 

3
,

2 2
x

  
  
 

     arcsin sin arcsin sinf x x x x       

2 ,2
2 2

k k
 

 
 

  
 

k Z  f x

     arcsin sin arcsin sin 2 2f x x x k x k        k Z
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② 区间 （ ）为函数 的递减区间，此时 

， 。 

    所以 ， 。如图。 

 

 

 

 

 

 

 

 

【巩固提高】 

1．函数 xy arctan 的定义域是 R ______ ，值域是_______ _.. 

2.(1) )
2

2
arcsin( =_ ___.；（2） )

2

1
arccos( ＝___ ___.;(3) )1arctan( =__  

3．(1) )
2

3
sin(arccos ＝___ _____.(2) )]

2

1
(cot[arcsin   ＝_ __________. 

(3) )
3

3
cot(arctan ＝___ ________.(4) )3cos(arctan ＝__ _________. 

4.若 ，则 x 的取值范围是__________ ____．   

5.若
4

2arctanarctan


 xx ，则 x 的取值范围是____
4

317 
__________．  

6.已知 21, xx 是方程 04332  xx 的两个根，记 21 arctan,arctan xx   ，则

  的值为___________
3

2
 ___. 

7. )arccos(cos 2 =_______
24  _______. 

8.已知 ，若 ，则 a 的取值范围为__ (1, 2] _ 

3
2 ,2

2 2
k k

 
 

 
  

 
k Z  f x

     arcsin sin arcsin sin 2 2f x x k x k x            k Z

 

2 , 2 ,2
2 2

arcsin sin
3

2 , 2 ,2
2 2

x k x k k

y x

k x x k k

 
  

 
   

  
     

  
  

         

k Z

2
arccos

3
x 

1
[ 1, ]

2
 

( ) sin arcsinf x x x  2(1 ) (1 ) 0f a f a   

x

y

O

2



2




2



2




3

2



3

2




  arcsin siny x
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9.下列函数中，存在反函数的是（ C   ）。 

A. ]0,[,sin  xxy                 B. ]
2

,
2

[,cos


 xxy  

C. tan , [ , ) ( ,0]
2 2

y x x
 

           D. ]
2

3
,

3

2
[,sin


 xxy  

10. 若 1arccos x ，则 x 的取值范围是（  D  ）。 

（A）[－1, 1]  （B）[－1, 0]  （C）[0, 1]  （D）[－1, cos1] 

11.函数 的值域是（  D  ） 

（A） 。  （B） 。  （C） 。  （D） 。 

12.设函数 的图像沿 轴正方向平移 2 个单位后得到图像与图像 关于原点对

称，那么图像 所对应的函数是（ C   ） 

（A） 。         （B） 。 

（C） 。           （D） 。 

 

 

 

 

第十二讲：最简三角方程 

【知识要点】 

1. 若 sinx=a (|a|≤1)，则 x=kπ+(-1)
k
arcsina(k∈Z)  

2. 若 cosx=a (|a|≤1)，则 x=2kπ±arccosa(k∈Z)  

3. 若 tanx=a (a∈R), 则 x=kπ+arctana (k∈Z) 

基础题 

1．方程 tan2 3x  的解为____________________. ( )
6

x k k Z


    

2．方程sin2 sin (- , )x x   在 的解____________________.0,
3


  

3．若
2sin 2sin 0x x a   有解，则a 的取值范围_________________. 

问题等价于：
2sin 2siny x x  与 y a 由公共点.所以 1 3a    

1
arctan arcsin

2
y x x 

 , 
3 3

,
4 4

  
 
 

3 3
,

4 4

  
 
 

,
2 2

  
 
 

arctany x x C

C

 arctan 2y x    arctan 2y x 

 arctan 2y x   tan 2y x 
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4．若0 2x   ，则函数 sin cosy x x  与 x轴的交点个数__________________.2 个    

5．方程 2 2sin cosx x 的解集_______________________.{ , }
2 4

k
x x k Z

 
    

6 ． 方 程 3 s i n c o s 1x x  的 解 集 是 _______________________.

{ ( 1) , }
6 6

kx k k Z
 

      

7 ． 方 程
3

cos( cos ) 0(0 )
2

x x


    所 有 解 的 和 ____________________. 和 为

2 4 7

3 3 3 3

   
    

8 ． 方 程 c o s 2 1 c o s1
2 ( )

4

x x  的 解 集 是 ____________________.

{ , } { 2 , }
2

x x k k Z x x k k Z


      9．方程
2sin

1
sin2

x

x
 在 2 2x    内的解集

为________________.解集为空集  

10．已知 (0, ),x  则方程
1

4 sin2 3arccos( ) 0
2

x    的解集____________.
5

12 12

 
或  

11．若方程 3sin cosx x m  在 (0,2 ) 内有两个相异实根，则实数m的取值范围_______.

数形结合： ( 2,1) (1,2)m   

12．直线
1

2
y  与曲线 cosy x  在[0,2 ] 内交于 A,B 两点，则线段 AB 的中点坐标是_

1
( , )

2
 _______. 

能力题 

例 1. 解下列三角方程 

（1） 22sin 5cos 1 0x x                 （2）3sin cos 1 0
2

x
x    

{ | 2 , }.
3

x x k k Z


                             { | 2 ( 1) , }.
3

kx x k k Z


     

  （3）3sin 2cos 0x x             （4） 2 22sin 3sin cos 2cos 0x x x x    

  
2

{ | arctan , }.
3

x x k k Z               

1
{ | arctan arctan 2, }.

2
x x k x k k Z     或  
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（5） 26sin 4sin 2 1x x          （6）sin cos sin cos 1 0x x x x     

 

 

1
{ | arctan , }

4 7
x x k x k k Z


     或    

3
{ | 2 2 , }.

2
x x k x k k Z


      或  

 

例 2.解方程 

（1） 2 1
(sin cos )

2
x x          

{ | ( 1) , }
2 12

kk
x x k Z

 
     

（2） 5cos cos2 sin 0, [0,2 ]x x x x      

1
2 arccos .

3
x    

（3） 2 23sin 4sin cos 5cos 2x x x x    

{ | arctan3 , }
4

x x k x k k Z


     或  

 

例 3.若
3

x


 是方程2cos( ) 1x   的根，且 (0,2 )  ，求 的值。 

3

π4
 

 

例 4.关于 x 的方程sin 3 cos 0x x a   在 (0,2 ) 内有两个相异的实数解 ， ，求实

数 a 的取值范围及  的值。 

1 1
2

( 2, 3) ( 3,2)
3

2 2

a

a
a


   

    
 


 

 

 

 

 

 

例 5.就实数 a 的取值范围，讨论关于 x 的方程cos2 2sin 2 3 0x x a    在[0,2 ) 内解的

情况。 
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（1）当
3 9

4 4
a   或

3
0

4
a   ，即

3

4
a  或 3a  时方程无解； 

（2）当
3 9

4 4
a   即 3a  时，方程有一解：

3

2
x


 ； 

（3）当
1 3 9

4 4 4
a   或

3
0

4
a   ，即1 3a  或

3

4
a  时，方程有两解； 

（4）当
3 1

4 4
a   ，即 1a  时，方程有三解： 0, ,

2
x


 ；  

（5）当
3 1

0
4 4

a   ，即
3

1
4

a  时，方程有四解。 

 

例 6．当 [ , ]x    时，求实数m 的取值范围，使方程sin cosx x m  （1）有解； 

（2）有两个不同解；（3）仅有一解；（4）有三个不同的解。 

 

 

（1）[ 2, 2] ；        （2） ( 2,1) (1, 2) ； 

（3） 2m   或 2m  ；         （4） 1m   

 

 

巩固提高 

1．方程
cos2

0
1 sin 2

x

x



的解集为____________________.{ | , }

4
x x k k Z


    

2. 方程cos 2sin 0x x  的解集为____________________.
1

{ | arctan , }
2

x x k k Z    

3. 方程
2sin 2 cos , [0,2 ]x x x   的解的个数为____________________. 4     

4. 方 程 l g n l g c o ss i x x 的 解 集 为 ____________________________.

{ | 2 , }
4

x x k k Z


    

5. 方 程 s i n 4 c o sx x 的 解 集 为 _________
22

{ , }
10 3 65

kk
x x k Zx

  
    或

____________. 

6.方程 6 616 sin cos ) 10 3 3, [0, ]
2

x x x


   （ 的解为______
24

x


 或
11

24


 

7.若关于 x 的方程 2sin cos 0x x a   有解，则 a 的取值范围为_______________.
5

[ ,1]
4

  

8.方程sin cosx x k  ，在[0, ] 上有 2个解，则 k 的取值范围是______1 2k  __.  

9. 方程
24cos 4 3 cos 3 0x x   的解集是（     ）C 
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A．{ | ( 1) , }
6

kx x k k Z


              B．{ | ( 1) , }
3

kx x k k Z


     

C．{ | 2 , }
6

x x k k Z


          D．{ | 2 , }
3

x x k k Z


    

10.设全集U 为 R ， ( ) sinf x x ， ( ) cosg x x ， { | ( ) 0}M x f x  ， { | ( ) 0}N x g x   

那么集合{ | ( ) ( ) 0}x f x g x  等于（    ）D 

A． U UM N痧       B． U M Nð      C． UM Nð      D． U UM N痧  

11.方程 2 2sin sin 2 0a x a x   有非空解集的条件是（     ）B 

A． | | 1a        B． | | 1a       C． | | 2a       D．a R  

12．方程2sin 2 3x x  的解有（    ）C 

A．1个      B．2个     C．3个     D．4个 

 

 

第十三讲 数列的有关概念 

一、知识梳理： 

1．数列的定义：按一定的次序排列的一列数叫数列。 

2．数列的分类： 

（1）按数列的项数分是有限数列还是无限数列； 

（2）按数列的任意相邻两项之间的大小关系分类： 

有递增数列（ nn aa 1 ）；递减数列（ nn aa 1 ）；摆动数列；常数数列（各项都相等） 

3．数列的通项公式： 

   如果数列 }{ na 的第 n 项 na 与 n 之间的函数关系可以用一个公式来表示，这个公式就叫做

这个数列的通项公式。数列的通项公式 )(nfan  揭示了数列 }{ na 的第 n 项 na 与 n 的函数

关系。 

4．数列的递推公式： 

如果已知数列 }{ na 的第 1 项（或前几项），且任一项 na 与它的前一项 1na （或前几项）

间的关系可以用一个公式来表示，则这个公式叫这个数列的递推公式。 

递推公式是数列特有的表示法，它包含两个部分：一是递推关系，二是初始条件。两者

缺一不可。 

5．数列 }{ na 的前 n 项和 nS 与通项 na 的关系： 
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设数列 }{ na 的前 n 项和为 nS ，即 nn aaaS  21 ，那么 nS 与 na 有如下关系： 










 )2(

)1(

1

1

nSS

nS
a

nn

n  

 

基础题： 

1．（1）分别写出下列数列的一个通项公式： 

② ,
16

7
,

8

5
,

4

3
,

2

1
 ；____

n

n

n

n
a

2

12
)1( 1 

  ____________  

③ ,
99

10
,

63

8
,

35

6
,

15

4
,

3

2
；______________

)12)(12(

2




nn

n
an  

④ 7，77，777，7777，…；____
7

(10 1)
9

n

na    

⑤ 
n

n
a

aa
1

2,2 11   ；_______________
n

n
an

1
  

 

（2）点 ( ( ), ( 1))P f n f n  在函数 1
1

2
y x  的图象上，若 (1) 2f  ，则 (4)f  __, ( )f n  ___. 

(4)f  _ 2 _, ( )f n  _ 2 __ 

2．设数列 }{ na 的前 n 项和为 nS ，求该数列分别满足下列条件的一个通项公式： 

     （1） nnSn  23 ；   （2） 1)1(log2  nSn  

（1） 26  nan      （2）









)2(2

)1(3

n

n
a

nn  

3．已知数列 }{ na 的首项 11 a  

（1）若 1 2n na a   ，则 na  __ 2 1n ___；（2）若 1 2n na a  ，则 na  ____
12n

___ 

（3）若 1 1n na a n    ，则
( 1)

2
n

n n
a


 ______；（4）若

1 2n

n na a   ，则

( 1)

22
n n

na


 ___ 

（5）若 1)1(  nn anna ，则
n

an

1
     

（6）若 )2(23 1   naa nn ，则 123 1  n

na      （7）若 1
1

n
n

n

a
a

a
 


，则

n
an

1
  

 

能力题:  
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例1．设数列 }{ na 的各项都是正数，且 )(233

2

3

1

 NnSaaa nn ，其中 Sn是数列 }{ na

的前 n项和 

   （1）求证：
nnn aSa  22 ； （2）求数列 }{ na 的通项公式。 

 

（1）证明：当 1n 时，
2

1

3

1 aa  ，又 01 a ，故 11 a  

          当 2n 时，有












2

1

3

1

3

2

3

1

233

2

3

1

nn

nn

Saaa

Saaa




 

         两式相减得： ))(( 11

2

1

23

  nnnnnnn SSSSSSa  

则
nnnn aaSa )2(3     0na ，

nnn aSa  22  

又 11 a 适合上式，故  Nn ，
nnn aSa  22  

（2）解： nan   

例 2．已知数列 }{ na 的前 n项和 nS  满足 n

nn aS )1(2  （ Nn ）， 

   （1）写出数列 }{ na 的前三项 1a ， 2a ， 3a ；（2）求通项 na  

 

解：（1） 11 a ； 02 a ； 23 a  

（2）当 2n 时， 1 nnn SSa 1

1 )1(2)1(2 

  n

n

n

n aa  

则 1

1 )1(22 

  n

nn aa ，故有： 1

1

1 )
2

1
(

22





  n

n

n

n

n aa
   令

n

n
n

a
b

2
 （ 2n ），则

1

1 )
2

1
( 

  n

nn bb  

112211 )()()( bbbbbbbb nnnnn      

2

1
)

2

1
()

2

1
()

2

1
()

2

1
( 321   nnn

2

1
])

2

1
(1[

3

2

2

1

)
2

1
(1

)
2

1
(1






 n

n

 

则 nnn

na 2
2

1
2])

2

1
(1[

3

2
 ，即 nn

na )1(
3

2
2

6

1
 ，其中 2n  

因为 11 a 适合上式，故 nn

na )1(
3

2
2

6

1
 ，

Nn  
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例 3．设函数 2( ) log log 2 (0 1)xf x x x    ，数列 }{ na 满足 )(2)2(  Nnnf na
 

（1）求数列 }{ na 的通项公式；（2）证明：数列 }{ na 是递增数列。 

解：（1）由 )(2)2(  Nnnf na
，得 n

a
a

n

n 2
1
 ，即 0122  nn ana  

故 12  nnan ，由 10  x ，知 120  na
，即 2na ，故 12  nnan  

（2）由
1

1
1

2

2






nn
nnan ，可知 nn aa 1 )( Nn ，故此数列为递增数列。 

或由
2

1

2

1
1

( 1) ( 1) 1

n

n

a n n

a n n

  
  

   
，且 0na  ，得 nn aa 1  

巩固提高： 

1．已知数列 }{ na 首项为 11 a ，且 12 1  nn aa ，则 5a 为(  D    ) 

A．7         B．15         C．30        D．31 

2．已知数列 }{ na 满足 )(,1 12100



  Nnaaaaaa nn  ，则当 Nn 时， na

(  C    ) 

A．
n2        B． )1(

2

1
nn    C．

12 n
     D． 12 n

 

3．数列的前几项是： ,
3

2
,

5

3
,

2

1
,

3

1
,0 ，则此数列的一个通项公式是 na (  B    ) 

A．
n

n

2

1
      B．

1

1






n

n
an

   C．
1n

n
     D．

1

2

n

n
 

4．数列 }{ na 中， 11 a ，对所有的 2n ，都有 2

321 naaaa n  ，则  53 aa (   C   ) 

A．
9

25
     B．

16

25
        C．

16

61
        D．

15

31
 

5．已知数列{an}的通项公式是
1

n

an
a

an



，其中 a 为正常数，那么 an与 1na 的大小关系是

(  A    ) 

A. 1 nn aa    B. 1 nn aa    C. 1 nn aa    D.与 a的取值有关 

6．若数列 }{ na 的前 n 项和 322  nnSn ，则此数列的前 3 项依次是：(   B  ) 

A． 3,1,1          B． 3,1,2         C． 3,1,6        D． 6,3,2  

7．若数列 na 的前 n项和为 )1(log 3  nSn ，则 5a (  D   ) 
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A． 6log5        B． 5log3        C． 6log3      D．
5

6
log3

  

8．数列 }{ na 的前 n项和 )2(2  nanS nn
，而 11 a ，通过计算 2a ， 3a ， 4a 猜想 na

(  B    ) 

A．
2)1(

2

n
      B．

nn )1(

2


       C．

12

2

n
    D．

12

2

n
 

9．数列 }{ na 中， )2(
31

,1
1

1
1 






 n
a

a
aa

n

n
n ，则数列｛an｝的通项公式是：(   A  ) 

A．
23

1

n
       B．

23

1

n
         C．

32

1

n
     D．

32

1

n
 

10．已知数列 满足： 则 _____；

=______.1，0 ； 

11．在数列{ }na 中，若 1 1a  ， 1 2( 1)n na a n    ，则该数列的通项 na       。 na     2n

－1  ， 

12．若数列的前4项是： ,
4

7
,2,

2

5
,4  ，则数列的一个通项公式是____.

n

n
a n

n

3
)1( 1 

   

13．数列{ }na 中，若 1,1 21  aa ，且 )2(21   naaa nnn ，则该数列的前 5 项依次是： 

   _______________；  设
n

n
n

a

a
b 1 ，则数列 }{ nb 的前 5 项依次是：___________. 

5,3,2,1,1 ；     
5

8
,

3

5
,

2

3
,2,1  

14．已知数列 }{ na 满足 21 a ，  Nn ， 0na ，且 0)1( 2

11

2   nnnn naaaan ， 

则数列 }{ na 的通项公式是 na ____ __。 n2  

15．已知数列 }{ na 的前 n 项和 nS ，
3

2
1 a ， n

n

n a
S

S  2
1

 )2( n ，通过计算

4321 ,,, SSSS  

可以猜想 nS ___ _____, nS
2

1






n

n
   

16．已知数列 }{ na 的通项 2 5 14na n n    

（1）求 2 3 4, ,a a a 的值；   （2）22 是否为该数列的项？，说明理由。 

{ }na
4 3 4 1 21, 0, , N ,n n n na a a a n 

     2009a  2014a
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（3）当 n 为何值时， na 有最小值，最小值是多少？ 

（4）当 n 为何值时，数列 }{ na 的前 n 项和 nS 最小？ 

（1） 2 3 420, 20, 18a a a       

（2）由 2 5 14 22na n n    ，得 9n  或 4n   （舍去），故 22 是数列的第9项。 

（3） 2 25 81
5 14 ( )

2 4
na n n n      ，故当 2n  或 3n  时， na 有最小值 20  

（4）由
1

0

0

n

n

a

a 





，即

2

2

5 14 0

( 1) 5( 1) 14 0

n n

n n

   


    

解得 6n  或 7n   

    即当 6n  或 7n  时， nS 最小。 

17．已知数列 }{ na 的前 n 项和 2)
2

1
(

2

1  n

nS ，（1）求 6 7 8a a a  的值； 

（2）求数列 }{ na 的奇数项的和： 12531  naaaa   

（1） 8 5

6 7 8 8 5

1 1 1 1
[ ( ) ] [ ( ) ]
2 2 2 2

a a a S S        5 81 1
( ) ( )
2 2

 
7

256
  

（2）当 1n 时，
8

3
11  Sa ，当 2n 时， 221

1 )
2

1
()

2

1
()

2

1
( 

  nnn

nnn SSa  

则 12531  naaaa  1275 )
2

1
()

2

1
()

2

1
(

8

3  n
2

)1(25

)
2

1
(1

])
2

1
(1[)

2

1
(

8

3






n

 

n

n

2

)1(2

)
2

1
(

6

1

12

5

24

)
2

1
(1

8

3








n)
4

1
(

6

1

12

5
  

 

 

18．已知数列 }{ na 的通项是 )()
10

9
()2(  Nnna n

n
，试问 n 取何值时， na 取最大值？

并求此最大值。 

7n 或 8n 时， na 取最大值
7

8

10

9
 

 

19．已知数列{an}的前 n项和为 nS ，且 12  nn aS ，数列 }{ nb 满足 21 b ， nnn bab 1  

求 na ， nb  

解：由 12 111  aSa ，得 11 a ； 
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当 2n 时， 1 nnn SSa 122  nn aa ， 12  nn aa  ，则 2
1


n

n

a

a
 

故{an}是首项为 1，公比为 2 的等比数列，则 12  n

na  

由 nnn abb 1 ，得 1

1 2 

  n

nnn abb  

112211 )()()( bbbbbbbb nnnnn     

122
21

21
2222 1

1
032 




 


 n

n
nn  ，其中 2n  

因为 21 b 适合上式，故 12 1  n

nb （ Nn ） 

 

 

 

第十四讲   等差数列 

一、知识梳理： 

1、定义： 

（1）等差数列定义：一般地，如果一个数列从第 2 项起，每一项

与它的前一项的差等于同一个常数，那么这个数列就叫等差数列，这

个常数叫做等差数列的公差，公差通常用字母d 表示。用递推公式表

示为 1 ( 2)n na a d n   或 1 ( 1)n na a d n    。 

（2）等差数列的通项为 an＝a1＋（n－1）d，当 d≠0 时，an 是关

于 n 的一次式，它的图象是一条直线上，那么 n 为自然数的点的集

合。 

说明：等差数列的单调性：d 0 为递增数列， 0d  为常数列， 0d   

为递减数列。 

（3）等差中项的概念： 

定义：如果 a，A，b 成等差数列，那么 A叫做a与b 的等差中项。

其中
2

a b
A


            

 a， A，b 成等差数列
2

a b
A


 。 

（4）等差数列的前 n 项和公式 1
1

( ) ( 1)

2 2

n
n

n a a n n
S na d

 
   。可以整

理成 Sn＝
2

d
n2＋ nd

a )
2

( 1  。当 d≠0时是 n 的一个常数项为 0的二次式。 
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（5）等差数列的判定方法： 

 ⑴定义法： （ ， 是常数）  na 是等差数列； 

⑵中项法： ( )  na 是等差数列； 

⑶通项公式法： （ 是常数）  na 是等差数列； 

2、等差数列的性质： 

（1）在等差数列 na 中，从第 2 项起，每一项是它相邻二项的

等差中项； 

（2）在等差数列 na 中，相隔等距离的项组成的数列是等差数

列， 如： 1a ， 3a ， 5a ， 7a ，……； 3a ， 8a ， 13a ， 18a ，……； 

（3）在等差数列 na 中，对任意m ， n N ， ( )n ma a n m d   ，

n ma a
d

n m





( )m n ； 

（4）在等差数列 na 中，若m ，n ，p ，q N 且m n p q   ，则
m n p qa a a a   ； 

3、设数列{ }na 是等差数列，且公差为d ，（Ⅰ）若项数为偶数，设共有2n项，则① S

奇  S 偶 nd ； ② 
1

n

n

S a

S a 

奇

偶

；（Ⅱ）若项数为奇数，设共有2 1n 项，则① S 偶 S 奇

na a  中；②
1

S n

S n




奇

偶

。 

4、（1） 1 0a  ， 0d  时， nS 有最大值； 1 0a  ， 0d  时， nS 有最小值；（2） nS 最

值的求法：①若已知 nS ，可用二次函数最值的求法（n N ）；  

 

基础题： 

1（1）求等差数列 8,5,2,…的第 20 项 

    （2）-401 是不是等差数列-5，-9,-13，…的项？如果是，是第几项？ 

 

 

2 已知数列 na 的通项公式 qpnan  ，期中 p,q 是常数，那么这个数列是否一

定是等差数列？若是，首项和公差分别是什么？ 

daa nn 1 Nn d 

212   nnn aaa Nn 

bknan  bk , 
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解：p=0 时为常数列；p0 时，首项为 p+q，公差为 p 

 

 

 

提高题; 

例 1 在等差数列 na 中，已知 ,31,10 125  aa 求 naada ，，， 201  

解： 21 a ,d=3, 20a 55, na 3n-5 

 

 

例 2．解：设 }{ na 是等差数列 

（1） 12a __15____.（2） n __27____.（3） 9S _108___. 

（3）由 122 118  aa 及 11582 aaa  ，得 125 a ，则 1089
2

)(9
5

91
9 


 a

aa
S  

例 3 等差数列 na 中， 8012 531531  aaaaaa ， ，求通向 na  

53  nan
 

 

 

例 4 一个等差数列的前 10 项的和为 100，前 100 项的和为 10，求前 110 项的和 

 

-110 

 

 

例 5 等差数列 na ， nb 的前 n 项和分别为 nS ， nT  

(1)若 nama mn  , ，求 mnmn Sa  ,  

(2)若 )(, nmnSmS mn  ，求 mnS   

(3) )(
274

17 



 Nn

n

n

T

S

n

n ， 求
n

n

b

a
 

 

解：（1）
2

1))(( 


nmnm
S nm ； 

（2）-(m+n) 
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（3）
238

614





n

n
 

 

例 6．已知等差数列的前三项依次为 , 4, 3a a ，前 n 项和为 nS ，且 110kS  ， 

（1）求 a 及 k 的值； 

（2）设数列 }{ nb 的通项
n

S
b n

n  ，证明数列 }{ nb 是等差数列，并求其前 n 项和 nT  

 

解：（1） 2a ， 10k   

（2）由（1） )1(
2

)22(



 nn

nn
Sn

，则 1 n
n

S
b n

n
， 

故 1)1()2(1  nnbb nn ，即数列 }{ nb 是首项为 2，公差为 1 的等差数列 

2

)3(

2

)12( 





nnnn
Tn

 

例 7．已知数列 }{ na 中， 21,9 52  aa ，且 *

2 12 0( )n n na a a n N      

     （1）求 }{ na 的通项
na ；（2）令 na

nb 2 ，求数列 }{ nb 的前 n 项和 nS  

解：（1） 4)2(9)2(2  ndnaan 14  n  

（2）由
na 14  n ，得 142  n

nb ，则 }{ nb 是首项
5

1 2b ，公比
42q 的等比数列。 

故 nS
15

)12(32

12

)12(2 4

4

45 







nn

 

 

 

例 8．已知数列{ na }中
5

3
1 a ，

1

1
2




n

n
a

a （n≥2， *nN ），数列 }{ nb ，满足
1

1




n

n
a

b  （ *nN ） 

  （1）求证数列{ nb }是等差数列；  （2）求数列{ na }中的最大项与最小项，并说明理由； 

  （3）求 1 1 2 1n nS b b b     . 

 

解析：（1）
1

1
1

2

1

1

1

1

1

1
















n

n

n

n

n
a

a

a

a
b ，而 

1

1

1

1







n

n
a

b ， 

∴ 1
1

1

1 11

1
1 












nn

n
nn

aa

a
bb ． )( Nn  
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  ∴ { nb }是首项为
2

5

1

1

1

1 



a

b ，公差为 1 的等差数列． 

  （2）依题意有
n

n
b

a
1

1 ，而
2

7
1)1(

2

5
  nnbn

，∴ 
72

2
1




n
an

． 

        当 3n 时， 1
5

3
321  aaa ；当 4n 时， 13 654  naaaa   

故{ na }中的最小值为 3a ＝-1，最大值为 34 a  

（3）
2

)5)(1(

2

)
2

52

2

5
)(1(

1









nn
n

n
Sn  

 

 

巩固提高： 

1．等差数列 }{ na 中，已知
3

1
1 a ， 452  aa ， 33na ，则 n （  C   ） 

   A．48       B．49      C．50      D．51  

2．已知等差数列 }{ na 公差为 2，若 431 ,, aaa 成等比数列，则 2a （ B    ） 

A． 4       B． 6     C． 8      D． 10  

3．等差数列 }{ na 中， 24321  aaa ， 78201918  aaa ，则此数列前20项和为（  B   ） 

A．160      B．180     C．200      D．220 

4．设 }{ na 是等差数列，且 6,6 82  aa ， nS 是数列 }{ na 的前n 项和，则（   B  ） 

A． 54 SS     B． 54 SS     C． 56 SS    D． 56 SS   

5．设 nS 是等差数列 }{ na 的前 n 项和，若
9

5

3

5 
a

a
，则

5

9

S

S
的值为（  A  ） 

A．1         B． 1        C． 2         D．
2

1
 

6．在等差数列 }{ na 中，前 n 项和是 nS  ，若 7 75, 21a S  ，则 10S （  A  ） 

A．40       B．55 C．35 D．70 

7．等差数列 }{ na 的公差为 1，且 99999821  aaaa  ，则  963 aaa  9996 aa

（  D  ） 

A．16      B．33      C．48      D．66 

8．在等差数列 }{ na 中， 1203 1581  aaa ，则 1193 aa  的值为（ D    ） 

A．6       B．12       C．24     D．48 

9．在等差数列 }{ na 中， 2,3 65  aa ，则  1054 aaa  ____________ 52  

10．已知等差数列 的前 n项和为 ，若 ，则 8S  _______72 

11．已知等差数列 }{ na 中， 求 }{ na 前 n项和 nS .       

解：设 的公差为 ，则      

   即   解得  

{ }na nS 4 518a a 

,0,16 6473  aaaa

 na d

  1 1

1 1

2 6 16

3 5 0

a d a d

a d a d

    


   

2 2

1 1

1

8 12 16

4

a da d

a d

    


 

1 18, 8

2, 2

a a

d d

   
 

   
或
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因此  

 

12．设 }{ na 是公差d （ 0d ）的等差数列，它的前 10 项和 11010 S 且 421 ,, aaa 成等比数

列 

（1）证明： da 1 ；（2）求公差d 的值和数列 }{ na 的通项公式。 

 

解：（1）因 421 ,, aaa 成等比数列，故 41

2

2 aaa  ，又 }{ na 是等差数列， 

则 )3()( 11

2

1 daada     化简得 dad 1

2  ，因 0d ，所以 da 1  

（2） dadaS 4510
2

910
10 1110 


 ，又 11010 S ，且 da 1 ， 

则 11055 d 2d        故 nan 2  

 
 

13．已知数列 }{ na 是等差数列，其前 n项和为 3 4, 7, 24.nS a S   

（1）求数列 }{ na 的通项公式； （2）设 ,p q是正整数，且 p q ,证明： )(
2

1
22 qpqp SSS 

. 

 
 

（1）解：设等差数列 na 的公差是 d，依题意得， .24

2

34
4

72

1

1















da

da
解得









.2

,31

d

a  

∴数列 na 的通项公式为 .12)1(1  ndnaan
 

（2）证明：∵ 12  nan
，∴ .2

2

)( 21 nn
aan

S n

n 


  

∵ 2222

22 )(2)44()44()](2)[(2)(2 qpqqppqpqpSSS qpqp 
， 

∵ .0)(2, 22   qpqp SSSqp   ∴ ).(
2

1
22 qpqp SSS 

 

 
 
 
 

14．已知差数列 na 中， 185,8 102  Sa  

（1）求数列 na 的通项公式；（2）若从数列 na 中依次取出第 2，4，8，…，
n2 ，…项，

按原来的顺序排成一个新数列 }{ nb ，试求 }{ nb 的前 n项和 nA . 

 
 

（1）设等差数列的首项为 1a ，公差为d ， 

       8 1 9 8 1 9n nS n n n n n S n n n n n           ，或
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则








1854510

8

1

1

da

da
，解得









3

51

d

a
，所以 23  nan  

（2）依题设 223
2

 n

n nab ， 

则 nn bbbA  21 )223()223()223( 21  n  

    nn 2)222(3 2   n
n

2
21

)21(2
3 




 6226  nn  

15．已知等差数列 }{ na 的前 n项和为 nS ，公差 0d ，且 2 3 1 445, 14a a a a     

    （1）求公差d 的值；（2）令
cn

S
b n

n


 ，若数列 }{ nb 也是等差数列，求非零常数c 的

值； 

 

 

解：（1）等差数列 }{ na 中， 144152  aaaa ，又 4532 aa ， 则








9

5

3

2

a

a
或








5

9

3

2

a

a
 

因 0d ，所以 32 aa  ，故 52 a ， 93 a ， 423  aad  

（2）由（1）知 11 a ， nn
nn

nSn 


 224
2

)1(
，

cn

nn

cn

S
b n

n








22
 

则有
c

b



1

1
1

，
c

b



2

6
2

，
c

b



3

15
3

，由于数列 }{ nb 是等差数列 

所以 231 2bbb  ，即
ccc 





 2

6
2

3

15

1

1
解得

2

1
c 或 0c （舍去） 

则 n

n

nn
bn 2

2

1

2 2






 ，易知 }{ nb 是等差数列，故

2

1
c   

 

 

 

 

 

 

第十五讲 等比数列 

知识点： 

一、基本概念与公式： 

1、等比数列的定义； 

2、等比数列的通项公式： 
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(1) 1

1

 n

n qaa ; (2) mn

mn qaa   .(其中 1a 为首项、 ma 为第m 项， 0na ; ), Nnm  

3、等比数列的前 n 项和公式：当 q=1 时，Sn=n a1     (是关于 n 的正比例式)； 

当 q≠1 时，Sn=
q

qa n





1

)1(1 = ,KqK n   Sn=
q

qaa n





1

1  

三、有关等比数列的几个特殊结论 

1、等比数列 na 中，若 ),,,(  Nqpnmqpnm ，则
qpnm aaaa   

注意：由 求 时应注意什么？ 

时， ； 

时， . 

2、等比数列 na 中的任意“等距离”的项构成的数列仍为等比数列． 

3、公比为 q 的等比数列 na 中的任意连续m 项的和构成的数列 Sm、S2m-Sm、S3m-S2m、 

S4m - S3m、……（Sm≠0）仍为等比数列，公比为
mq . 

4、若 na 与 nb 为两等比数列，则数列 nka 、 k

na 、 nn ba  、








n

n

b

a
 

（ 0k ， k 为常数）仍成等比数列． 

5、若 na 为等差数列，则 na
c  (c>0)是等比数列． 

6、若 nb  0nb 为等比数列，则 nc blog (c>0 且 c 1) 是等差数列． 

7、在等比数列 na 中： 

（1）若项数为 n2 ，则  q
S

S


奇

偶
   

（2）若项数为 12 n ，则 q
S

aS




偶

奇 1
 

8、数列 na 是公比不为 1 的等比数列数列 na 前 n 项和 Sn= , ( 1, 0)nA q A q A     

nS na

1n  1 1a S

2n  1n n na S S  

 等差数列 等比数列 

定义  
 

daa nn 1
)0(1  qq

a

a

n

n
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9、等比数列的判定方法  

（1）、an=an－1·q（n≥2），q 是不为零的常数，an－1≠0 {an}是等比数列.  

（2）、an
2=an－1·an＋1（n≥2, an－1,an,an＋1≠0） {an}是等比数列.  

（3）、an=c·qn（c，q 均是不为零的常数） {an}是等比数列.  

10、等比数列的前 n项和的性质 

（1）、若某数列前 n 项和公式为 Sn=an－1(a≠0,±1)，则{an}成等比数列. 

（2）、若数列{an}是公比为 q 的等比数列，则 Sn＋m=Sn＋qn·Sm. 

（3）、在等比数列中，若项数为 2n(n∈N*)，则  

（4）、Sn,S2n－Sn,S3n－S2n 成等比数列. 

 

基础题 

1. 213  与 213  的等比中项是_________________. 

答案：± 11  

解析：设 213  与 213  的等比中项为 x, 

 

递 推 公

式 

；  
；  

通 项 公

式 

 
（ ） 

中项 

（ ） （ ） 

前 项

和 
 

 

 

重 要 性

质 

 

 

 

 

 

daa nn  1 mdaa nmn  
qaa nn 1 mn

mn qaa 

dnaan )1(1 
1

1
 n

n qaa 0,1 qa

2

knkn aa
A  


0,, *  knNkn 

)0( knknknkn aaaaG 

0,, *  knNkn 

n
)(

2
1 nn aa

n
S 

d
nn

naSn
2

)1(
1




 





















)2(

11

1

)1(

11

1

q
q

qaa

q

qa

qna

S
n

n
n

)

,,,,( *

qpnm

Nqpnmaaaa qpnm



 ),,,,( * qpnmNqpnmaaaa qpnm 

http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
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则 x
2
=11x=± 11 . 

2. 一个等比数列的前三项依次为 a,2a+2,3a+3.试问-13
2

1
是否为这个数列中的一项?如 果是,

是它的第几项?如果不是,请说明理由. 

解：∵a,2a+2,3a+3 是等比数列前三项,仍然构成等比数列, 

∴a(3a+ 3)=(2a+2)
2
, 

解得 a=-1 或 a=-4. 

当 a=-1 时,数 列的前三项依次为-1,0,0. 

与等比数列的定义矛盾,故将 a=-1 舍去. 

当 a=-4 时,数列的前三项依次为-4,-6,-9. 

则公比为 q=
2

3
. 

∴an=-4·(
2

3
)

n-1
. 

令-4·(
2

3
)

n-1
=-13

2

1
, 

即(
2

3
)

n-1
=

8

27
=(

2

3
)
3
, 

∴n-1=3,即 n=4. 

∴-13
2

1
是这个数列的第 4 项. 

3.若 a、b、c 成等比数列,则函数 y=ax
2
+bx+c 图象与 x 轴交点的个数为(    ) 

A.0                   B.1                C.2                 D.不能确定 

答案：A 

解析：若 a、b、c 成等比数列,则 b
2
=ac. 

故Δ=b
2
-4ac=b

2
-4b

2
=-3b

2
. 

又 b≠0,∴Δ<0.∴选 A. 

4.已知一个等比数列的每项为正数,且从第三项起的任意一项均等于前两项之和,则此等比数

列的公比为(    ) 

A.
2

5
                B.

2

1
(1± 5 )      C.

2

1
(1+ 5 )         D.

2

1
(1 - 5 ) 

答案：C 

解析：依题意有 an+2=an+1+an(n∈N
*
), 

∴anq
2
=anq+an.又 an≠0, 

∴q
2
-q-1=0.∴q=

2

51
. 

又每项为正,故 q>0. 

∴q=
2

51
. 
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5.在
n

1
和 n+1 之间插入 n 个正数,使这 n+2 个正数成等比数列,则插入的 n 个正数之积为

___________________. 

答案：(1+ 2)
1

n

n
  

解析：n+1=
n

1
·q

n+1
, 

a2·a3·…·a
n+1

=a1
n·q

1+2+…+n
=(

n

1
· 2

1n

q )
n
=(1+ 2)

1
n

n
. 

6.三数成等比数列,积为 27,和为 13,求这三个数. 

解：设这三个数为
q

a
、a、aq, 

由题可得

























.03103

,3

13

27

2 qq

a

aqa
q

a

aqa
q

a

 

解得 q=3 或
3

1
. 

所以三个数为 1,3,9 或 9,3,1. 

提高题 

1.在等比数列{an}中,若 a2·a8=36,a3+a7=15,则公比为(    ) 

A. ,                                     B.±  

C.±                                       D.± ,±  

答案：D 

解析：  

∴q=± 或 q=± . 

2.设两个方程 x
2
-ax+1=0, x

2
-bx+1=0 的四个根组成以 2 为公比的等比数列,求 ab 的值. 

解：设以 2 为公比成等比数列的四个根依次为 m,2m,4m,8m(m≠0). 

∵两方程的常数项均为 1, 

∴只有 即 m
2
= . 

2
2

2
2

2

2
2

2

2



































.3

,12

12

3

15

36

15

36

7

3

7

3

73

73

73

82

a

a

a

a

aa

aa

aa

aa
或

2
2

2









,142

,18

mm

mm

8

1
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不妨设 m、8m 是方程 x
2
-ax+1=0 的两根, 

而 2m、4m 是方程 x
2
-bx+1=0 的两根, 

则 ab=9m×6m= . 

3.已知 a1,a2,…,a8,…是各项都大于 0 的等比数列,公比 q≠1,则(    )  

A.a1+a8>a4+a5                                              B.a1+a8<a4+a5 

C.a1+a8=a4+a5                                              D.两者大小不定 

答案：A 

解析：a1+a8-a4-a5=a1+a1q
7
-a1q

3
-a1q

4
=a1q

4
(q

3
-1)+a1(1-q

3
)=a1(q

3
-1)(q

4
-1). 

∵q>0,∴当 q>1 时,a1(q
3
-1)(q

4
-1)>0. 

∴a1+a8>a4+a5. 

当 q<1 时,a1(q
3
-1)(q

4
-1)>0, 

∴a1+a8>a4+a5. 

∴a1+a8>a4+a5. 

4.在 3 和 9 之间插入两个正数, 使前三个数成等比数列,后三个数成等差数列,这两个正数 之

和为(    ) 

A.                      B.              C.                D.  

答案：B 

解析：设插入两数为 a、b, 

则 a
2
=3b,①2b=9+a,② 

由①②得 a= ,b= (∵a、b>0), 

∴a+b= + = . 

5.在等比数列{an}中,若 a1·a2·a3·a4=1,a13·a14·a15·a 16= 8,则 a41·a42·a43·a44=____________. 

答案：2
10 

解析：a13a14a15a16=(a1a2a3a4)·q
12

, 

∴q
12

= =8 q
4
=2. 

∴a41a42a43a44=(a1a2a3a4)·q
40

=(q
4
)
10

=2
10

. 

6.{an}为公差不为零的等差数列,且 a3、a6、a14 是一个等比数列{bn}的第 6、8、10 项,则等比

数列公比是___________________. 

答案：±  

解析：∵b6、b8、b10成等比数列且公比 q′=q
2
, 

∴a6
2
=a3·a14, 

即(a3+3d)
2
=a3(a3+11d). 

∴d= a3. 

∴b6=a3,b8=a3+3d=a3+ a3= a3. 










mmb

mma

42

8

4

27

2

27

4

45

2

25

4

47

2

9

4

27

2

9

4

27

4

45

1

8


3

2
6

9

5

3

5

3

8
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∴q
2
= . 

∴q=± . 

7.在递减等比数列{an}中,a1+a6=33,a3·a4=32.设 Tn=lga1+lga2+…+lgan,求使 Tn>0 的 n 的最大取

值. 

解：  

∴q= . 

∴an=32( )
n-1

=2
6-n

. 

∴Tn=lga1a2…an=lg2
5·2

4…2
6-n

=［5+4+…+(6-n)］·lg2 

= ·lg2>0.   ∴n 的最大值为 10. 

8.在等比数列{an}中，项数为偶数，且所有奇数项的和为 24，所有偶数项的和为 48，则公比

q 等于(    ) 

A.4                B.2                  C.
2

1
             D.

4

1
 

答案：B 

解析：
48

241


qS

S

偶

奇
,∴q=2. 

9.等比 数列{an}中，公比 q=
2

1
且 a2+a4+…+a100=30，则 a1+a2+…+a100=______________. 

答案：90 

解析：a2+a4+…+a100=(a1+a3+…+a99)×q, 

∴a1+a3+…+a99=60. 

∴a1+a2+a3+a4+…+a100=90. 

10.已知等比数列中,S30=13S10，S10+S30=140，则 S20= ______________. 

答案：40 

解析：依题意知 S10=10,S30=130, 

又 S10，S20-S10，S30-S20 成等比数列， 

∴(S20-S10)
2
=S10(S30-S20). 

∴(S20-10)
2
=10(130-S20).∴S20=40. 

11.已知一个等比数列首项为 1，项数是偶数，其奇数项之和为 85，偶数项之和为 170，求这

个数列的公比和项数. 

解：设 该等比数列的公比为 q，项数为 2n，则有 S 偶=q·S 奇，∴q=
85

170
=2. 

又 S2n=S 偶+S 奇=
q

qa n





1

)1( 2

1 =85+170, 

3

83

8

3

3

6

8 
a

a

b

b

3

2
6


























.1

,32
),(

32

,1

32

33

6

1

6

1

4361

61

a

a

a

a

aaaa

aa
舍

2

1

2

1

2

)11( nn 
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∴2
2n

-1=255.∴2n=8. 

故这个数列的公比为 2，项数为 8. 

12.设等比数 列{an}的前 n 项和为 Sn，若 S6∶S3=1∶2,则 S9∶S3=_____________ _. 

答案：3∶4 

解析：方法一：

q

qa

q

qa

S

S











1

)1(

1

)1(

3

1

6

1

3

6 =1+q
3
=

2

1
q

3
=-

2

1
. 

∴

q

qa

q

qa

S

S











1

)1(

1

)1(

3

1

9

1

3

9 =1+q
3
+q

6
=1-

2

1
+

4

1
=

4

3
. 

方法二：∵S3,S6-S3,S9-S6 成等比数列， 

∴(S6-S3)
2
=S3·(S9-S6). 

又 S6=
2

1
S3,∴3S3=4S9,S9∶S3=3∶4. 

13.设数列{an}的前 n 项和为 Sn且 S1=3，若对任意的 n∈N
*都有 Sn=2an-3n. 

(1)求数列{an}的首项及递推关系式 an+1=f(an); 

(2)求{an}的通项公式; 

(3)求数列{an}的前 n 项和 Sn. 

解：(1)令 n=1,S1=2a1-3,∴a1=3. 

又 S n+1=2a n+1-3(n+1),Sn=2an-3n， 

两式相减得 a n+1=2a n+1-2an-3, 

∴a n+1=2an+3. 

(2)a n+1=2an+3a n+1+3=2(an+3),即
3

31





n

n

a

a
=2. 

∴{an+3}是公比为 2 的等比数列，其首项为 a1+3=6. 

∴an+3=(a1+3)·2
n-1

=6·2
n-1

. 

∴an=6·2
n-1

-3. 

(3)Sn=a1+a2+…+an 

=(6·2
0
-3)+(6·2-3)+(6·2

2
-3)+…+(6 ·2

n-1
-3) 

=(6·2
0
+6·2

1
+6·2

2
+…+6·2

n-1
)-(3+3+…+3) 

=6(2
0
+2

1
+2

2
+…+2

n-1
)-3n 

=6·
21

21



 n

-3n=6·2
n
-3n-6. 

14.已知数列{an}是公比大于 1 的等比数列，且 a10
2
=a15,Sn=a1+a2+…+an,Tn=

naaa

111

21

 ,

求满足 Sn>Tn的最小正整数 n. 

解：设数列{an}的首项为 a1,公比为 q，根据题意，得(a1q
9
)
2
=a1q

14， 
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即 a1
2
q

18
=a1q

14
,a1q

4
=1,a1= 4

1

q
. 

因为 q>1，所以 0<a1<1.从而 an>0, 

又 Sn=
q

qa n





1

)1(1 ,Tn=
q

qa

qaqq

q
a n

nnn

n










 1

)1(1
)1(

1

1

12

1

1

1 ,即 Tn= 12

1

1
nqa

Sn. 

因为 Sn>Tn>0，所以
n

n

T

S
=a1

2
q

n-1
>1,q

n-1
>

2

1

1

a
=q

8
.  

又 q>1，故有 n-1>8,n>9. 

所以满足 Sn>Tn的最小正整数 n=10. 

 

巩固提高： 

1．公比为 等比数列 的各项都是正数，且 ，则 （    ） 

A．             B．            C．            D．  

【答案】B 

【解析】∵ ，∴ ，∵ ∴ ，∴ ，∴

． 

2．已知为等比数列，下面结论种正确的是（    ） 

A．                      B．   

C．若 ，则        D．若 ，则  

【答案】B 

【解析】当 时，可知 ，∴A 选项错误； 

当 时，C 选项错误； 

当 时， ，与 D 选项矛盾． 

3．已知等比数列 的首项为 ，公比为 2，则          ．  

【答案】4 

【解析】∵等比数列 中， ，∴ ， 

 

3 2 { }na 3 11 16a a  2 16log a 

4 5  

3 11 16a a  2

7 16a  0na  7 4a  9

16 7 32a a q  

2 16log 5a 

1 3 22a a a  2

2

2

3

2

1 2aaa 

1 3a a 1 2a a 3 1a a 4 2a a

1 0, 0a q  1 3 20, 0, 0a a a  

1q  

0q  3 2 3 1 4 2a a a q a q a a    

{ }na 2 1

1 2 3

n

n

a

a a a a

a

a a a a

 
   

{ }na 1 2a q  2n

na 

1
1

2 3
1 2 3

2

2 2 2 2

n
n

n
n

a

a a a a

a a

a a a a a a a a


 

       



华询教育 

 

． 

 

4． 已知等比数列 中， ， ． 

（1）求通项 ；       

（2）若 ，数列 的前 项和为 ，求满足不等式 的 的最大

值． 

【解析】（1）∵数列 是等比数列， ， ， 

∴ ，解得 ，  

∴ ． 

（2）∵ ，∴ ， 

又∵ ， 

∴数列 是一个以 为首项， 为公差的等差数列． 

∴ ， 

     ∵ ，即 ，∴  

∴ ，  

经过估算，得到 的最大值为 ．  

5．成等差数列的三个正数的和等于 15，并且这三个数分别加上 2、5、13 后成为等比数列

中的 、 、 ． 

(1) 求数列 的通项公式； 

(2) 数列 的前 项和为 ． 

1 1

1 2 3 1 2 3

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

n n

n n

 

  
 

  

12

2(1 2 )

1 2

2

2

n

n









1 1 1

1 1

2 2 2

2(1 2 ) (2 2) 2 2

1 2

2 2 2
4

2 2 2
2

n n n

n n n

  

   



   

{ }na 2 2a  5 128a 

na

2logn nb a { }nb n
nS 2012nS  n

{ }na 2 2a  5 128a 

1

4

1

2

128

a q

a q






1

1

2

4

a

q





 

1 1 2 3

1

1
4 2

2

n n n

na a q      

2 32 n

na  2 3

2 2log log 2 2 3n

n nb a n   

1 (2 3) [2( 1) 3] 2n nb b n n      

{ }nb 1 2

2( 1)
2 2

2
n

n n
S n n n


     

2012nS  2 2 2012n n  2 2 2012 0n n  

1 2013 1 2013n   

n 45

 nb

3b 4b 5b

 nb

 nb n
nS
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求证：数列 是等比数列． 

【解析】(1)设成等差数列的三个正数分别为 ．                    

∴ ，解得 ． 

∴数列 中的 ， ， 依次为 ．                    

依题意，有 ， 

解得 或 （舍去）．  

∴数列 的第三项是 5，公比为 2，      

∵ ，∴ ，即 ． 

∴ ． 

(2) ∵ ，  

∴ ．  

∴ ． 

∵ ， 

∴数列 是以 为首项， 

公比为 2 的等比数列．  
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